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 سخن سنجش و دانش

  آغاز هر سخن،زیبنده ستایش خالق یکتاست. اوست که بر هر نقشی، نگاري می بندد و بر هر نگاري، زیبایی.
بر هیچ عاقل و فرزانه اي پوشیده نیست که  موتور پیشرفت و سربلندي هر کشوري بسته به علم و دانش است و طبق فرموده مقام معظم 

 رهبري: اگر ملتی استقلال می خواهد ، اگر عزت می خواهد، اگر پیشرفت می خواهد باید دانشگاه خود را تقویت کند. 

نش( جامع ترین مرکز آموزش مکاتبه اي کشور) مفتخر است که  سالهاي متمادي در جهت خدمت به در این راستا، انتشارات سنجش و دا 
  جامعه علمی کشور و بخصوص داوطلبان مقاطع کاردانی به کارشناسی ، کارشناسی ارشد و همچنین دکترا ، فعالیت می کند.

واره دانشجویان با آن مواجه هستند، از یک طرف گستردگی و در این مسیر پر پیچ و خم علم آموزي و پیشرفت، یکی از مشکلاتی که هم 
پراکندگی منابع مطالعاتی و از طرف دیگر  کمبود زمان آزمون کنکور ، جهت پاسخگویی به سوالات است. تا کنون جزوات و کتابهاي گوناگونی 

ی از داوطلبان نیست، چرا که بعضاً  یا خیلی خلاصه و در جهت رفع این مشکلات به بازار عرضه شده اما باز با این حال، پاسخ گوي نیاز خیل
 گزیده است یا این که  در تشریح مسائل و پاسخ گویی به سوالات از سیستمی استفاده شده که با وجود کامل و جامع بودن اکثراً با توجه به

که داوطلب هر چند تسلط کامل به مطالب درسی دارد زمان محدود آزمون کنکور، عملاً سر جلسه امتحان قابل استفاده نمی باشد. به این معنا 
اما این مطالب در ذهن او از  آنچنان انسجام  و هماهنگی لازم برخوردار نیست که داوطلب بتواند در یک زمان کم به جواب سوال برسد لذا 

  آنگونه که از خود انتظار دارد جواب دهد. داوطلب در پاسخ گویی به سوالات دچار کمبود وقت گردیده و عملاً نمی تواند به تمام سوالات 
انتشارات سنجش و دانش با توجه به این دو مسئله مهم( یکی گستردگی منابع و دیگري زمان کم پاسخ گویی به سوالات کنکور) بر آن شد تا 

اشد ، با استفاده از تجربه و علم اساتید مجرب و کارآزموده ، به تولید و انتشار کتبی بپردازد که عین خلاصه و موجز بودن کامل و جامع نیز ب
ا این که سعی گردیده  در تشریح مسائل از یک سیستم  جدید و راهکار میانبري استفاده شود که بدین  وسیله مشکل کمبود زمان در کم

  جلسه کنکور نیز مرتفع گردد. 
یازمند یک مهارت و نیاز به استفاده از یک سیستم جدید به این دلیل است که توان پاسخ گویی به سوالات کنکور جداي از  نیاز به بار علمی، ن

شیوه خاص در تست زنی نیز می باشد. لذا در این خصوص سعی شده مطالب کتاب به گونه اي طرح ریزي و تألیف شود که ، داوطلب خود به 
  خود علاوه بر یاد گیري مطالب  به مهارت تست زنی نیز دست پیدا کند.

دانی را داریم و امید داریم توانسته باشیم آنچه را که شایسته و برازنده یک اري و قدر زدر آخر از مخاطبین محترم این کتاب نهایت سپاسگ
بهره دانشجوي ایرانی است ارائه کرده باشیم.  از دانشجویان عزیز و اساتید محترم نیز تقاضامندیم ما را از نقطه نظرات و پیشنهادات خود بی 

  و رضایت بخش شماست. نگذارند  چرا که تنها افتخار و دست آویز ما نگاه صمیمانه
  به امید پیروزي و سربلندي در تمامی عرصه هاي زندگی 

error.azmoon@gmail.com 
تلفن 021- 6126  
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  تعاریف اولیه معادلات دیفرانسیلفصل اول: 
  

یک معادله دیفرانسیل، معادله اي است که ارتباط بین تابع و مشتقات آن و متغیر (هاي) مسـتقل موجـود در آن تـابع را     :1تعریف 

  نشان می دهد.
اگر تابع مورد نظر تنها از یک متغیر تبعیت کند، معادله دیفرانسیل حاکم بر آن از نوع معمولی و در غیر این صورت از نوع مشتقات  

    جزئی خواهد بود.
  . معادلات زیر را در نظر بگیرید. 1مثال 

)1(                                         xy'+y=1  

  )2(                       xy
dx
dy

dx
yd 22
2

2

sin2)(3 =++  

  )3(                      xeyyxy x 4')'( 23 −=+  

  )4(                      04)1( 2 =−− xydxdyx  

  )5(                    02

2
2

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

y
uc

x
u  

 )6(                       uxuyu yyxx =+ 3 

  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی هستند.) 6) و (5) معادلات دیفرانسیل معمولی و معادلات (4)، (3)، (2)، (1معادلات (
  بزرگترین مرتبه مشتق موجود در یک معادله دیفرانسیل را مرتبه آن معادله دیفرانسیل می نامند. :2تعریف

در معادلات دیفرانسیل معمولی اگر بتوان معادله را بر حسب بالاترین مرتبه مشتق به صورت یـک چنـد جملـه اي نوشـت، آن گـاه      
  چند جمله اي را درجه معادله دیفرانسیل می گوییم.درجه آن 

),,',...,(0را بـه صـورت    yو متغیر وابسته  xام با متغیر مستقل  nبطور کلی معادله دیفرانسیل مرتبه  =nyyyxF   نمـایش مـی
  دهیم.

درجـه   )4) و (2) و (1مرتبه دوم اسـت و همچنـین معـادلات (   از ) 2مرتبه اول و معادله ( از) 4) و (3) و (1در مثال قبل معادلات (
  ) درجه سه هستند.3یک و معادله (

222. درجه و مرتبه معادله دیفرانسیل 2مثال  )2('''" yxyeyyx x   را مشخص کنید. +=+

  معادله فوق از مرتبه سه و درجه یک است.
  هر معادله به صورت زیر را معادله دیفرانسیل خطی می گوییم. :3تعریف 

)()()(...)()( 11

1

1 xfyxa
dx
dyxa

dx
ydxa

dx
ydxa n

n

nn

n

n =++++ −

−

− o  

بـه  می باشند که توان مشتقات و متغیر وابسته برابر یک است.  xز در این نوع معادلات ضرایب متغیر وابسته و مشتقات، تنها تابعی ا
  معادله اي که خطی نباشد غیرخطی می گوییم.
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  ) غیرخطی می باشند.3) و (2) خطی با ضرایب غیرثابت و معادلات (4) و (1معادلات ( 1در مثال 

),,',...,(0را یک جواب معادله دیفرانسیل  y=f(x): تابع 4تعریف  )( =nyyyxF  معادله صدق کند.می گوییم، هرگاه در  

اگر هر مقدار دلخواهی را بـه  جواب عمومی یک معادله دیفرانسیل جوابی است که شامل یک یا چند ثابت دلخواه بوده و  :5تعریف 

  .حاصل کار در معادله مورد نظر صدق نمایدو ها نسبت دهیم  ثابت
  ثابت اختیاري (پارامتر) باشد. nخود می تواند شامل ام معمولی در جواب عمومی  nهر معادله دیفرانسیل مرتبه ،  ثابت می شود 

جـواب حاصـله را جـواب    اگر جواب عمومی را تحت شرایط اولیه یا مرزي داده شده در مسأله قرار داده و ثابت هـا را تعیـین کنـیم،    
  . نامیم میتحت آن شرایط  خصوصی معادله

در  ،جواب غیر عادي یک معادله دیفرانسیل تابعی است که بر تمام منحنی هاي مربوط به جواب عمومی مماس می باشـد  :6تعریف

  ) معادلات خطی جواب غیرعادي ندارند.II) جواب غیر عادي از جواب عمومی بدست نمی آید (Iضمن (

)1(16. معادله دیفرانسیل 3مثال 122 =+ yy  با شرط اولیهy(0)=4  .را در نظر بگیرید  

)(16ین معادله داراي جواب عمومی ا 22 =+− ycx        است زیرا در معادله صدق مـی کنـد. همچنـین از شـرط اولیـه داده شـده

1622، از این رو c=0خواهیم داشت  =+ yx           یک جـواب خصوصـی معادلـه دیفرانسـیل اسـت. از طرفـی بـدیهی اسـت خطـوط
4±=y .نیز جواب معادله خواهد بود  

2ccxy. معادله پارامتري 4مثال  ـ =− 2''0یل جواب عمومی معادله دیفرانس =+− yxyy      مـی باشـد. ایـن معادلـه

دیفرانسیل داراي جوابی به صورت 
4

2xy   است که از جواب عمومی بدست نمی آید (جواب غیرعادي) =

222. نشان دهید 5مثال

0

xx tx edteey += ∫ '02جوابی از معادله دیفرانسیل  − =− xyy   .می باشد  

  حل: 

1)1(2'
22

0
++= −∫ dtexey txx  

)1(21)1(22'
2222

00
+−++=− −− ∫∫ dtexedtexexyy txxtxx =1 

بـار   nرا مـی تـوان بـا     cn,…,c2,c1پـارامتر مسـتقل    nشـامل   g(x,y,c1,c2,…,cn)معادله دیفرانسیل هر خانواده منحنی چون  نکته:

ــري از   ــتق گی ــذف  gمش ــین   nو ح ــارامتر ب ــه      gپ ــیل مرتب ــه دیفرانس ــک معادل ــورت ی ــه ص ــتقات آن ب ــکل   nو مش ــه ش ام ب

0),...,",',,( )( =nyyyyxF .بدست آورد  
  را به دست آورید؟ y=Acos2x+sin2xدر معادله تابع  Aیل حاصل از حذف ثابت . معادله دیفرانس6مثال

  حل:

xA
xA

xy
xy

IIxAxy
IxAxy

2cos
2sin2

2sin
2cos2'

)(2sin22cos2'
)(2cos2sin −

=
−

−
→





−=−
=−  

2)2sin2(')2(cos0)2sinsin(22cos)2cos2'( =+→=−+− yxyxxyxxy  
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xx. معادله دیفرانسیلی را تشکیل دهید که 7مثال  BeAey   جواب عمومی آن باشد. =+2

  حل:

  

 ⇒



  
  
  


 ⇒



  
  
  
  

  
ــه: ــاي     نکتـــ ــت هـــ ــذف ثابـــ ــل از حـــ ــیل حاصـــ ــه دیفرانســـ ــافتن معادلـــ ــراي یـــ ــه  c1,c2,…,cnبـــ در رابطـــ

)(...)()( 2211 xfcxfcxfcy nn+++= .کافی است دترمینان زیر بسط داده شود  

0

)()()(

)()('
)()()(

)()()(
2

)(
1

'
2 =

nn
n

nn

n

yxfxfxf

xfxf
yxfxfxf

L
M

MML
L

  

  معادلات دیفرانسیل مرتبه اول
مـی باشـد، کـه ممکـن اسـت بتـوان آن را در        f(x,y,y')=0کلی ترین وضعیت بیان یک معادله دیفرانسیل مرتبه اول بـه صـورت   

  وضعیت هاي خاص حل نمود.

  معادلات مرتبه اول جدائی پذیر (تفکیک پذیر)

 yتنهـا تـابعی از    f2و  xاز  تابعی تنها f1که در آن  f(x,y)=f1(x)f2(y)داشته باشیم  y'=f(x,y)هرگاه در معادله دیفرانسیل مرتبه اول 
  شود. پذیر (جداشدنی) نامیده میمعادله تفکیک ،باشد

0),(),(),(' =+→= dyyxNdxyxMyxfy  
  رفت تا جواب عمومی بدست آید.بنابراین جهت حل کافی است که معادله فوق را به صورت زیردر آورده و از آن انتگرال گ

0)()()()(' 2121 =+→= dyyfdxxfyfxfy  
 'u'(x)=a+byکه نتیجه مـی دهـد:    u(x)=ax+by+cبا جانشینی  y'=f(ax+by+c)در معادلات دیفرانسیلی به صورت  نکته:

dxبه یک معادله جدائی پذیر به صورت 
ubfa

du
=

+ )(
  خواهید رسید. u(x)براي  

 du=ydx+xdyکه نتیجه مـی دهـد    u=xyبا جانشینی  yp(xy)dx+xQ(xy)dy=0در معادلات دیفرانسیلی به صورت  نکته :
  رسید. u حسبمی توان به یک معادله جدائی پذیر بر 'u'=y+xyیا 

yyx. مطلوبست پاسخ معادله دیفرانسیل 8مثال exey 3332' −−   در آن صدق کند. y(0)=0که شرط  =+

  حل:

[ ] cxeedxxedye xyxy ++=→+=
42

1
3
1 4

23323  

02'3" =+− yyy
xBeyy 2' =−

xBeyy 22'" =−

xx BeAey 2+=
xx BeAey 22' +=
xx BeAey 24" +=
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6
1

2
1

3
10)0( −=→+=→= ccy  





 −+=→−+=

2
1

4
3

2
3

3
1

6
1

4
1

2
1

3
1 42423 xeLnyxee xxy  

2'3)1'(. معادله دیفرانسیل 9مثال 2 yxxyy   را حل کنید. −=+

  حل:

')32('3'23'33'2 222 yxxyxxyyyxxyy +=+=−→+=−  

∫ ∫∫ 





+
−=

+
=

−
dx

xxxx
dx

y
dy

64
3

2
1

323 2  

LncxLnLnxyLn ++−=− )32(
2
1

2
1)3(  

LncxLnLnxyLn ++−=− )]32([
2
1)3(  

x
xcy
32

3
+

=−→  

جواب عمومی 
x

xcy
32

3
+

+=  

cos2)1(. معادله دیفرانسیل 10مثال +−= yx
dx
dy .را حل کنید    

  حل:

1+−= yxu  

u
dx
du

dx
dy

dx
du 2cos11 −=→−=  

∫ +=−→+=→=
−

cxzcx
u

dudx
u

du cos
sincos1 22  

  cot(x-y+1)=x+c–جواب عمومی 

Lnydyxdxxy. جواب عمومی معادله دیفرانسیل 11مثال  21 1)(sin   را به دست آورید. −=−

  
  حل:

∫∫ =
−

−

y
Lnydy

x
dxx
2

1

1
)(sin  

cLnyx =−− 221 )())((sin  
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  معادلات دیفرانسیل همگن

  می نامیم هرگاه: nرا همگن از درجه  f(x,y)تابع  :7تعریف 

),(),( yxfyxf nλλλ =  
),(),(0معادله دیفرانسیل  =+ dyyxNdxyxM  می گوییم هرگاه توابع و از نوع همگنN,M از یـک درجـه    و هر دو همگن

  که نتیجه می دهد: y=xuباشند. در چنین شرایطی با جانشینی 
        udxxdudy ''یا              =+ xuuy +=  

  رسید. uمعادله جدائی پذیر براي  یکمی توان به 
  . مرتبه توابع همگن زیر ا تعریف کنید.12مثال

yx
yx

y
x

y
xyx

−
++

++
4,cos,4 22

  
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21) , 4 , (4 ) ,f x y x y f x y x y f x yλ λ λ λ= + → = + =    

  مرتبه دومهمگن 

( ) ( ) ( )2) , cos , ,x xf x y f x y f x y
y y

λ λ= + → =  

  همگن مرتبه صفر

( ) ( ) ( )43) , , ,nx yf x y f x y f x y
x y

λ λ λ
+ +

= → ≠
−

 

  همگن نیست

xyeyxf. عبارت 13مثال  x
y

−=   همگن از درجه اول می باشد زیرا: ),(2

)2(2),( xyexyeyxf x
y

x
y

−=−= λλλλλ  
  . جواب عمومی معادله دیفرانسیل 14مثال

02')2( =++ yxyye x
y

 

  را بدست آورید.

  حل: 
  معادله دیفرانسیل مذکور همگن است زیرا

0)2()2( =−++ dyxyedxyx x
y

  
)2(),(2),( yxyxMyxyxM +=→+= λλλ  

)2(),(2),( xyeyxNxyeyxN x
y

x
y

−=→−= λλλ  
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  هر دو همگن از درجه یک هستند.  N,Mتوابع 
  حل:

0)2()2( =−++ dyxyedxyx x
y

  
uxy =  

xduudxdy +=  

du
eu

ue
x

dx
u

u

∫ ∫ +
−

−=
22
12

2  

cueuLnxLn u +++−=
2
1)1(

2
1|| 2  

x
yu =  

  . جواب عمومی معادله دیفرانسیل 15مثال 

x
x
yxyy =− )cos()'(  

  را بدست آورید.

  حل:

xdydx
x
yxy =− ))sec((  

y=ux  
xduudxdy +=  

∫ ∫=− udu
x

dx cos  

c
x
yxLn +=− )sin(||  

323. معادله دیفرانسیل 16مثال  32' yyxyx   را حل کنید. =−

  حل:
3

3' 



−=

x
y

x
yy  

  معادله دیفرانسیل فوق همگن است بنابراین:
y=ux  

33uu
dx
duxu −=+      dxuuxduudx )3( 3−=+       xduudxdy +=  

  ∫ ∫ =+→=
−

− )(
6
1

3
2

3 cxLnu
x

dx
u

du         33u
dx
dux −=  
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)(6)(6
)(

6
1 2

2
2

2

cxLn
xy

cxLn
xycxLn

y
x

=→=→=  

معادلات دیفرانسیل مرتبه اول بصورت  نکته:







+
+

=
dycx
byaxfy'      همگن می باشـند و بـا تغییـر متغیـرy=ux ،y'=u+xu'   بـه

  معادله جداشدنی تبدیل می شود.

معادلات دیفرانسیل مرتبه اول بصورت  نکته:







+
+

=
dycx
byaxfy'     همگن نیستند ولی می توان با تغییر متغیر مناسـب آنهـا را بـه

  معادلات همگن تبدیل کرد.

ج دو خط موازي باشند الف) اگر صورت و مخر





 =

e
b

d
a  باشند با تغییر متغیرu=ax+by   لـه جداشـدنی   معادله تبـدیل بـه معاد

  شود.   می
),(ب) اگر صورت و مخرج دو خط موازي نباشند و همدیگر را در نقطه  oo yx    قطع کنند بـا تغییـر متغیـرx=X+x0  وy=Y+y0 

  معادله را به صورت زیر تبدیل می کنیم.
dY aX bYf
dX dX eY

+ =  + 
 

. جواب عمومی معادله دیفرانسیل 17ال مث
23
326'

++
++

−=
yx
yxy .را بدست آورید  

  حل:

23
3)3(2'

++
++

−=
yx
yxy  

yxu += 3  

33 −=→+=
dx
du

dx
dydydxdu  

2
323

+
+

−=−
u
u

dx
du  

dxdu
u
u

u
u

dx
du

=
+
+

→
+
+

=
3
2

2
3  

∫ ∫ +
−= du

u
dx )

3
11(  

cuLnux ++−= |3|  
cyxLnyxx +++−+= |33|3  

cyxyxLn =−−++ 2|33|  
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. حل معادله 18مثال 







−+

+
=

1
84'

yx
yy را به دست آورید؟  

  حل:
  





=
=

→




−=
+=

→−=→
=−+

=+
dYdy
dXdx

Yy
Xx

yx
yx

y
2
3

)2,3(),(
01

084
oo  

X
Y
X

Y

dX
dY

YX
Y

dX
dY

+
=→

+
=

1
  

1
uY uX Y u Xu u Xu

u
′ ′ ′= → = + → + =

+  

∫ ∫ −=+→
+

−= Lnu
u

LncLnXdu
u

u
X

dX 11
2  

3)2()2(1
−=++→=→= xyLncy

Y
XcY

u
LncXu  

)2()4(0. معادله دیفرانسیل 19مثال  =+−+−+ dyyxdxyx .را حل کنید  

02,04حل: دو خط  =−+=+− yxyx  است. (1،3-)متقاطع هستند و محل برخورد آنها  
1
3

x X dx dX
y Y dy dY

= − = 
→ = + =   

( ) ( ) 0 X YX Y dX X Y dY Y
X Y

+′+ + − = → = −
−  

u
uXuuXuuYuY

−
+

−=+→+=→=
1
1'''χ  

LncuuLnXdu
uu
u

X
dX

=−−+→
−−

−
= ∫∫ |12|

2
1

12
1 2

2  

2 2( 2 1) 2 1Ln X u u Lnc X u u c− − = → − − =  

c
x
y

x
yx =








−

+
−

−
+
−

+ 1
)1(
)3(2

)1(
)3()1( 2

2
2  

cyxxyxy =−+−− 84222  

. معادله دیفرانسیل 20مثال 
424

12
−+
−+

=
yx
yx

dx
dy .را حل کنید  

012,0424حل: دو خط  =−+=−+ yxyx :موازي هستند بنابراین  

dx
dy

dx
duyxu +=→+= 22  
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∫∫ =
−
−

→=
−
−

→
−
−

+= dxdu
u
udxdu

u
u

u
u

dx
du

95
42

95
42

42
12  

xcuLnu =+−− )95(
25
2

5
2  

xcyxLnyx =+−+−+ )9510(
25
2)2(

5
2  

0)9510(
25
2

5
2

5
1

=+−+−+
− cyxLnyx  

  معادلات دیفرانسیل مرتبه اول از نوع کامل
),(),(0معادله دیفرانسیل  =+ dyyxNdxyxM :را کامل گوئیم هرگاه  

x
N

y
M

∂
∂

=
∂

∂  

  وجود داشته باشد به نحوي که: u(x,y)و یا به تغییري تابعی مانند 

             ),( yxN
y
u

=
∂
∂                           ),( yxM

x
u

=
∂
∂  

  قابل بیان است. u(x,y)=cاز معادلات فوق، جواب عمومی به صورت  uدر چنین شرایطی با یافتن 
),(),(0اگر معادله دیفرانسیل  نکته: =+ dyyxNdxyxM     کامل باشد، براي محاسـبه تـابع پتانسـیلu(x,y)    کـافی اسـت از

انتگـرال بگیـریم. همچنـین مـی      yنسبت بـه   Nو از تمامی  xنسبت به  Mنظر کرده و از سایر جملات  صرف Mدر  yجملات شامل 
  را حذف نموده و به روش بالا را تعیین کرد. Nدر  xتوان جملات شامل 

  . جواب عمومی معادله دیفرانسیل21مثال 

0)()cos( 2 =+++ dyxyeedxxey xyxyxy  
  را تعیین نمایید.

  حل:
xyxyxy xyeeyxNxeyyxM +=+= ),(cos),( 2  

  کامل بودن معادله شرط

x
N

y
M

∂
∂

=
∂

∂  

)(2)cos( 2 xyxyxyxyxy xyee
x

xyeyexey
yy

M
+

∂
∂

=+=+
∂
∂

=
∂
∂  

  معادله دیفرانسیل، کامل می باشد.

),(، می توان از رابطه u(x,y)براي یافتن تابع پتانسیل  yxM
x
u

=
∂
  استفاده کرد. ∂
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)(sin),(cos2 ygxyeyxuxey
x
u xyxy ++=→+=

∂
∂  

),(توجه به رابطه  او همچنین ب yxN
y
u

=
∂
  داریم: ∂

xyxyxyxy xyeeyxNygexye
y
u

+==++=
∂
∂ ),()('  

cygyg =→=→ )(0)('  
  به صورت رابطه زیر محاسبه می شود. u(x,y)بنابراین تابع 

cxyeyxu xy ++= sin),(  
  جواب عمومی معادله دیفرانسیل عبارتست از:

'sin cxyexy =+  

. حل معادله 22مثال 
yx

xyy 2

2

1
1'

−
−

  را به دست آورید؟  y=1 , x=0در نقطه  =

  حل:

xy
x
N

y
Mdxxydyyx 20)1()1( 22 −=

∂
∂

=
∂

∂
→=−+−  

  داریم که x2 y–با توجه به نکته ذکر شده در مبحث معادلات دیفرانسیل مرتبه اول کامل، با حذف 

cyxxydxxydy =−+→=−+
2

0)1(
22

2  

1
2
111)0( 22 −=−−→=→= yxyxcy  

گاهی اوقات می توان از عباراتی که دیفرانسیل کامل هستند کمک گرفت و معادله دیفرانسـیل غیرکامـل را حـل کـرد چنـد       نکته:

  نمونه از این حالات عبارتند از:

xy
ydxxdyLnxyd

yx
ydxxdy

x
yArcd

xdyydxxyd
+

=
+
−

=

+=

)()tan(

)(

22

  

xy
ydxxdy

x
yLnd

x
ydxxdy

x
yd −

=
−

= )()( 2  

22
22 22))((

yx
ydyxdxyxLnd

+
+

=+  
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  عامل انتگرال ساز
),(),(0اگر معادله دیفرانسیل  =+ dyyxNdxyxM  0کامل نباشد، ولی بتوان تابعی مانند),( ≠yxµ   را به گونه اي یافـت
رال ساز براي معادله مورد نظـر  را یک عامل انتگ µین این معادله، یک معادله دیفرانسیل کامل به دست آید که با ضرب آن در طرف

  گوئیم. می

)),(()( yxfdNdyMdx =+µ  
  را می توان توسط یکی از روابط زیر به دست آورد. µعامل انتگرال ساز  نکته:

∫=→∂
∂

−
∂

∂

=
dxxf

ex
N

x
N

y
M

xf
)(

)()()1 µ  

( ) ( ) ( )2)
f x dx

M N
y xf y y e

M
µ

∂ ∂
−

∂ ∂ ∫= → =
−  

xyzez
MxNy

x
N

y
M

xyf dzzf
=∫=→

−
∂

∂−∂
∂

=
)(

)()()3 µ  

y
xzez

NyMx
x

N
y

My

y
xf dzzf

=∫=→
+

∂
∂−∂

∂
=

)(
2

)(
)(

)()4 µ  

x
yzez

NyMx
x

N
y

Mx

x
yf dzzf

=∫=→
−

∂
∂−∂

∂−
=

)(
2

)(
)(

)()5 µ  

22)(22 )(
)(2

)()6 yxzez
MyNx

x
N

y
M

yxf dzzf
+=∫=→

−
∂

∂−∂
∂

=+ µ  

yxzez
MN

x
N

y
M

yxf
dzzf

+=∫=→
−

∂
∂−∂

∂
=+

)(
)()()7 µ  

βα=µباشد یعنی  yهاي  و توان xهاي  ساز بصورت تابع ضربی از توان هرگاه عامل انتگرال نکته: yx توان با ضرب کردن  باشد، می

βαطرفین معادله در  yx  و اعمال کردن شرط کامل بودن معادله مجهولاتα  وβ  .را تعیین کرد  
)اگر معادله  قضیه: ) ( )dyy,xNdxy,xM )کامل نباشد و + ) Cy,xu   تگرال دارد. نهایت فاکتور ان جواب آن باشد آنگاه بی =

  نهایت فاکتور انتگرال است.  اگر معادله دیفرانسیل داراي یک فاکتور انتگرال باشد آنگاه داراي بی نکته:

)اگر معادله دیفرانسیل مرتبه اول  نکته: ) ( ) 0dyy,xNdxy,xM 0NyMxهمگن باشد و  += آنگاه فاکتور انتگرال  +≠

  عبارتست از: 

( )
NyMx

1y,x
+

=µ  
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   قضیه اولر:

)اگر  )y,xF تابعی همگن از درجهn  نسبت بهx  وy  :باشد یعنی داریم  

( ) ( ) KF
y
Fy

x
Fxy,xFy,xF n =

∂
∂

+
∂
∂

→λ=λλ  

)اگر معادله دیفرانسیل  نکته: ) ( ) 0dyy,xNdxy,xM )م به فر += )1 2yf x,y dx xf (xy)dy 0+ باشد آنگاه داراي فاکتور  =

   انتگرالی به صورت زیر است:

( ) ( )xyfxyf
NyMx

1
21 ≠

−
=µ  

    را به دست آورید؟مثال: عامل انتگرال ساز معادله روبرو 

( ) ( ) 0dyyx33xdx3yxy 3333 =−++  
  حل: 

  

  

)مثال: فاکتور معادله دیفرانسیل  ) ( )yxxdxyxy 2332     را به دست آورید؟ +++

( ) ( )( ) ( )( )
( )( )yxyxxy

xyxy3
xyyxyxyx

xy2x3y3xy2
MxNy

y
M

y,xf 322223

22

+−
+−

=
−−+

+−
=

−
∂
∂

=  

( ) ( ) ( )
xyzez

xy
3y,xf

dzzf
==µ→

−
=→ ∫  

333
z
3

yx
1

z
1e ===µ→

−
∫  

0dyمثال. عامل انتگرال ساز معادله 
y

x
y
xdx

y
x3x

3

2

43
2 =








++








  را به دست آورید؟ +

  حل: 

)سازي بصورت  کنیم معادله داراي عامل انتگرال بدیهی ست این معادله کامل نیست. فرض می ) βαµ yxy,x  داشته باشد، در این
  صورت با ضرب کردن در طرفین معادله داریم: 

( ) ( ) 0dyyxyxdxyx3yx 1324a32 =+++ −β+α−β+α−β+αβ+α  

با اعمال کردن شرط کامل بودن معادله یعنی 
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
  داریم:  ∂

( ) ( ) ( ) 12232312 yx3yx4yx13yx −β+α−β+α−β+α−β+α +α++α=−β+β  
  این باید داشته باشیم: بنابر

44yx4
1

NyMx
1

=
−

=µ
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+α=−β
+α=β

433
3  

21yxو در نتیجه  α=−1و  β=2از این رو  −=µ   
  را بطوریکه معادله کامل شود، به دست آورید؟در معادله دیفرانسیل زیر  bمثال: مقدار 

( ) 0dybxedxxye xy2xy2 =++  
  حل: 

بایست شرط  به منظور کامل شدن معادله دیفرانسیل می
x
N

y
M

∂
∂

=
∂
  در معادله صدق کند.  ∂

  بنابراین

xy2xy2 xye2e
y
M

+=
∂
∂  

xy2xy2 byxe2be
x
N

+=
∂
∂  

xy2xy2xy2xy2 byxe2bexye2e +=+→  
1b =→  

  زیر را حل کنید.. معادله دیفرانسیل 23مثال 

0)()( 22 =+−− dyyxxdxxyy  
  

xy
x
Nxy

y
M 2121 −−=

∂
∂

−=
∂
∂  

xyyxxyyxxy
xyxy

MxNy
x

N
y

M
xyf 12121)( 2222 −=

+−−−
++−

=
−

∂
∂−∂

∂
=  

xy
eez Lnzdz

z 1)(
1

=→=∫= −−
µµ  

  ضرب می کنیم. µطرفین معادله را در 

0)1()1( =+−− dyx
y

dxy
x

  

0)( =−−→ xyd
y

dy
x

dx  

)(0
y

cxLnxyLncxyLnyLnx =→=+−−  

xyxy cxey
y

cxe −=→=  
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)32(02. معادله دیفرانسیل 24مثال  2 =++ xydydxxy  حل کنیدرا.  

  حل:

yxبا توجه به اینکه 
Ny

y
M 2,4 =∂

∂=
∂
  لذا معادله کامل نیست. از طرفی چون ∂

xN
x

N
y

M
xf 1)( =∂

∂−∂
∂

=  

  بنابراین معادله عامل انتگرال سازي بصورت زیر دارد.

xeex Lnxdx
x ==∫=
1

)(µ  
xxاز این رو با ضرب کردن  =)(µ ه داریم:در طرفین معادل  

02)32( 222 =++ ydyxdxxxy  
  که معادله اي کامل است. بنابراین جواب عمومی آن عبارتست از:

0222 =++ cxyx  
. عامل انتگرال ساز معادله دیفرانسیل زیر را بدست آورید، سپس جواب عمومی معادله دیفرانسیل را تعیـین  25مثال 

  کنید.

0)( 22 =++− dyxyxydx  

)12(1 +−=
∂
∂

=
∂

∂ x
x
N

y
M  

)(2)(2
22

)(2
121

)(2
)( 22222223

22

yxxyx
x

yxxyx
x

MyNx
x

N
y

M
yxf

+−+−
+

=
−−−−

++
=

−
∂

∂−∂
∂

=+  

22
2222

1
)1)((2

)1(2 yxz
yxxyx

x
+=

+
−=

++−
+

=  

22

1
)( 11

yxz
ee

dz
zdzzf

+
==∫=∫=

−

µ  

  با ضرب کردن طرفین معادله دیفرانسیل در عامل انتگرال ساز داریم:

0)1( 2222 =
+

+−
+

dy
yx

xdx
yx

y  

∫ += )(),(),( ygdxyxMyxu  

∫ +
+

= )(),( 22 ygdx
yx

yyxu  

)(tan),( yg
y
xArcyxu +=  
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),(و با توجه به رابطه  yxN
y
u

=
∂
  خواهیم داشت: ∂

1)(' 2222

2

2 −
+

−
=+








+

×
−

=
∂
∂

yx
xyg

yx
y

y
x

y
u  

yygyg −=→−= )(1)('  
  جواب عمومی معادله به شکل زیر بدست می آید.

cy
y
xArc =−tan  

  

)2()2(0. معادله دیفرانسیل 26مثال  2222 =−++−+ dyxxyydxyxyx .را حل کنید  

  حل:

xyچون 
x
Nyx

y
M 22,22 −=

∂
∂

−=
∂

  با هم برابر نیستند، لذا معادله کامل نیست. از طرفی  ∂

yxz
yxyxyxxxyy

xyyx
MN

x
N

y
M

yxf +=
+

−
=

+−−−+
+−−

=
−

∂
∂

−
∂

∂

=+
2

22
2222)( 222  

)                    : بنابراین معادله داراي عامل انتگرال سازي بصورت ) ( )∫=
dzzf

ezµ  
  این رو با ضرب کردن طرفین معادله در عامل انتگرال ساز خواهیم داشت.از 

0)
)(

21()
)(

21( 2

2

2

2

=
+

−+
+

− dy
yx

xdx
yx

y  

  در نتیجه جواب عمومی دیفرانسیل کامل بدست آمده عبارتست از:

cy
yx

yx =+
+

+
22  

)31(0. عامل انتگرال ساز معادله دیفرانسیل 27مثال  22 =−+ dyyxxydx را بدست آورید، سپس جواب عمومی آن
  را تعیین کنید.

zxyyx
yx

MxNy
x
N

y
M

xyf 33
3

911)( 33

22 −
=

−
=

−
+−

=
−

∂
∂

−
∂

∂

=  

333

3 11
yxz

e
dz

z ==∫=
−

µ  

  معادله دیفرانسیل داریم:با ضرب کردن عامل انتگرال ساز در 

0)3( 13223 =−+ −−−−− dyyyxdxyx  
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∫ −−=→=
∂
∂ dxyxyxuyxM
y
u 23),(),(  

)(
2
1),( 22 ygyxyxu +−= −−  

||3)(3)('

3)('),(

1

13232

yLnygyyg

yyxygyxyxN
y
u

−=→−=→

−=+→=
∂
∂

−

−−−−−

  

|)|3(
2
1),( 23 yLnyxyxu −+−= −−  

  جواب عمومی معادله به صورت زیر محاسبه می شود.

cLnyyx =+−− 622  
2)(0. جواب معادله 28مثال  22 =+++ ydxxdydyyxy .را بدست آورید  

22: طرفین معادله را بر جواب yx   تقسیم می کنیم. +

0222 =+
+
+ ydy

yx
ydxxdy  

  با توجه به نکته بیان شده در خصوص عبارت هاي دیفرانسیلی کامل جواب معادله دیفرانسیل به صورت زیر نوشته می شود.  

ceyxLncyyxLn y =+→=++
2222222 )()(

2
1  

  . معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید.29مثال 

03 4 =−+ xdydxxydx  

2
23

x
ydxxdydxx −

=  

dxxدر می یابیم معادله به صورت 
x
yd 23)(   است. لذا با انتگرال گیري داریم: =

cx
x
y

+= 3  

  یا

)( 3 cxy +=  
'sectan;)1(0. معادله با مقدار اولیه 30مثال  ==+ yxyxy نظر بگیرید. ررا د  

  حل:
  داریم: cosxبا ضرب طرفین معادله در 

1cossin' =+ xyxy  
1)sin( =xyd  

  با انتگرال گیري خواهید داشت:
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cxxy +=sin  

  له مقدار اولیه زیر را بدست می آوریم.أ. جواب مس31مثال 

0)1(;0)4( 223 ==−−+ yydxdxyxxx  
  حل:

  با نوشتن معادله به صورت:

04 223 =−+− dxyxxydyxdx  

04 3

22
=+

−

− dxx
yx

ydyxdx  

  می بینیم معادله به صورت

0)()( 422 =+− xdyxd  
  است. لذا با انتگرال گیري خواهیم داشت:

cxyx =+− 422  
  ، بنابراین جواب مسأله عبارتست از:c=2نتیجه می شود  y(1)=0از شرط 

2422 =+− xyx  

01. حاصل عبارت 32مثال  222 =−++ yxxy
dx
dyx آورید؟  را به دست  

  حل:

0
1

01)( 22

x
dx

xy
ydxxdydxyxydxxdyx +

−
+

→=−++  

طرفین معادله در 
221

1
yxx −

cLnxxy      ضرب شده است.    =+− )(sin 1  

  معادله خطی مرتبه اول
  معادله دیفرانسیل مرتبه اول خطی در حالتی کلی به صورت زیر بیان می شود.

)()( xqxyp
dx
dy

=+  

  غیر اینصورت غیرهمگن می دانیم. رآنگاه معادله دیفرانسیل را همگن و د q(x)=0اگر در معادله فوق 

چنانچه در معادله خطی مرتبه اول جمله  نکته:
dx
dy  داراي ضریب( )A x     0باشد. ابتدا طـرفین معادلـه را بـر)( ≠xA   تقسـیم

  کنیم. می
  جواب عمومی معادله دیفرانسیل خطی مرتبه اول عبارتست از:
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 +∫∫= ∫

−
cdxexqey

xpdxxp )()(
)(  

)()(جواب عمومی دیفرانسیل به فرم  نکته: yqyxp
dy
dx

  شود. عوض می y,xهمانند جواب فوق است با این فرق که جاي  +=

  . جواب عمومی معادله دیفرانسیل زیر را به دست آورید.32مثال 

  حل:

)1(
1

2' +=
+

− x
x

yy  

))1(( 1
231

2
cdxexey x

dx
x
dx

+∫+∫= +
−

+ ∫  

))1(()1( 2 cdxxxy +++= ∫  

)
2

()1(
2

2 cxxxy +++=  

)(0. معادله دیفرانسیل 33مثال  =−+ dyLnyxyLnydx .را حل کنید  

yyLny
x

dy
dx 1

=+  





 +∫∫= ∫

− cdyeyqex dyypdyyp )()(
)(  









+=












+

∫∫
= ∫∫ − cdye

y
ecdye

y
ex LnyLnLnyLnyLny

dy
yLny
dy

)()( 11  

cLnyxLnycLnycdy
y

LnyxLny +=→+=







+= ∫ 22 )(2)(

2
1  

 خطی است در این حالـت بـا اسـتفاده از تغییـر متغیـر       u=f(y)خطی نیست ولی بر حسب  yگاهی اوقات معادله بر حسب  نکته:

u=f(y) شود. به معادله خطی تبدیل می  

)()(')()()()(' xqxupuxqxpyf
dx
dyyf =+→=+  

yexy. حاصل معادله دیفرانسیل 33مثال  −=+   را به دست آورید؟ '22

  حل:

''2' 2 ueyuexeey yyyy ===+  
22' xuu =+  

[ ] 







++−=+= −− ∫ ceexexecexeu xxxxxx 222

2
2222

4
1

22
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xcexxu 2
2

4
1

22
−++−=→  

)
4
1

22
( 2

2
xcexxLn −++− →  

  معادله برنولی

  بصورت زیر است:برنولی صورت کلی معادله 

)()( xqyxyp
dx
dy n=+  

nyuتقسیم کرده و سپس به کمک تغییر متغیر  ynبراي حل معادله برنولی طرفین معادله را بر  −= آن را به یـک معادلـه خطـی     1
  مرتبه اول تبدیل می کنیم.

)()1()()1()1(1 xqnxupnuyynuyu nn −=−+′→′−=′→= −−  

بنابراین با حل معادله دیفرانسیل خطی بدست آمده می توان فرمول جواب عمومی معادله دیفرانسیل برنولی را به شکل زیر 
  محاسبه کرد.

ndxxpndxxp cdxexqney
−−−







 +∫−∫= ∫

1
1

)()1()(
)()1(  

  به عنوان متغیر مستقل باشد. yبه عنوان متغیر تابع و  xبر حسب  دتوان معادله دیفرانسیل برنولی می کته:ن

)()1()()1()()( yqnyunuyqxyxp
dy
dx n −=−+′→=+  

dyxyxdxyجواب عمومی معادله دیفرانسیل -34مثال  )( 32   را بدست آورید.=−

  حل:
  برنولی است.  xنسیل بر حسب معادله دیفرا

321 xyxy
dy
dx −− =+  

2
1

22 )2(
11 −−−−

+∫−∫=
−−

∫ cdyeyex dyydyy  

2
1

31 )
3
2(

−−− += cyyx  

  معادلات مرتبه اول که نسبت به مشتق حل نمی شوند  

)),((بیان شده بود  x,yبه طور صریح نسبت به ′yدر حالتهاي قبلی که بررسی کردیم  yxfy حال بـه بررسـی حـالاتی کـه     ′=
y′ به طور صریح نسبت بهx,y  شده است می پردازیم.نبیان  

),,(′=0اگر معاله دیفرانسیل  الف) yyxf به آسانی بر حسبx.قابل بیان باشد  

),(),( pyfxpyyyfx =→=′′=  
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 پـذیر  امکـان  pستگاه زیر حاصل می شـود و اگـر حـذف    د pادله از حذف ري و اعمال تغییر متغیر،جواب عمومی معیبا دیفرانسیل گ
  نباشد آنگاه جواب عمومی به صورت پارامتري بیان می شود.













∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=

=

y
p

p
f

y
f

p

pyfx
1

),(
  

  

  . جواب هاي عمومی وغیر عادي معادله زیر را بیابید.35مثال

y
yyx
′

+′= 22  

  حل:

pyبا فرض    و دیفرانسیل گیري از طرفین معادله داریم که:′=

pdxdypy =→=′  

2
2 4|)(4

p
dy
dpyp

dy
dpp

dy
dxpydppdypdpdx

−
+=→−+=  

dy
dp

p
y

pdy
dpp

p 2
141

−+=→  










=→=

=→=
→=−

33
2

4
4

0
0)4(

ypyp

cp
dy
dp

p
yp

dy
dp  

32                                                                    جواب عمومی  
2

22
2

ccxy
c
ycx

cp
p
ypx

−=→+=→






=

+=  

جواب غیر عادي                                                                                  
3

3
2

3

2

4
16

2

4

2

y
yyx

yp

p
ypx

+=→










=

+=
  

,),(اگر معادله دیفرانسیل  ب) yyfc   قابل بیان باشد.yبه آسانی بر حسب  ′

),(),( pxfypyyxfy =→=′′=  
  حاصل می شود. دستگاه زیر  pجواب عمومی از حذف  و







∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

=

=

x
p

p
f

x
fp

pxfy

.

),(
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  .جوابهاي عمومی و غیر عادي معادله دیفرانسیل زیر را بدست آورید.36-مثال 

2
2'

2
2 xxyyy ++=  

pdxdypy =→=′  

xdxpdxxdppdpdyxxppy +++=→++= 222
2

2
2

2  

01221022 =



 ++



 +→=+++

dx
dpp

dx
dpxp

dx
dpx

dx
dpp  

( ) 012 =+





 +→ xp

dx
dp  





−+−+=

−=
→







−=→=+

+
−

=→
−

=
22 )(2)(4

22

0
2
1

2
1

pcppcpy
pcx

xpxp

cxp
dx
dp

  

2
)2()

2
(

2
2 xxcxxcy +−+−=→  

2
22

2
2

222
2

xyxxyxxppy

xp
−=→−=→







++=

−=
  

  به صورت زیر می توان نوشت:nبراي معادلات مرتبه اول با درجه دلخواه  ج)

( ) ( ) ( )
n n 1

1 n 1 n
dy dy dyp x, y ... p x, y p x, y 0
dx dx dx

−

−
     + + + + =     
     

 

pبراي حل این نوع معادلات با فرض 
dx
dy

  معادله را به صورت حاصلضرب فاکتورهاي زیر در می آوریم. =

( ) ),(,...,0))...()(( 121 yxfn
dx
dyyxf

dx
dyfnpfpfp ==→=−−−  

  در این صورت جواب عمومی معادله از ضرب کردن جوابهاي عمومی هر یک از معادلات مرتبه اول فوق حاصل می شود.

( ) ( ) ( ) 0,,...,,3,,2).,(1 =cyxfncyxfcyxfcyxf  

).معادله37مثال ) ( ) 033313
234

=





−






+++






++−








dx
dyxy

dx
dyxyyx

dx
dyyx

dx
dy .را حل کنید  

)حل: ) ( ) 033313 234 =−+++++−→= xyppxyyxpyxpp
dx
dy  

0)3)()(1( =−−− ypxppp  

y
dx
dyx

dx
dy

dx
dy

dx
dy 310 ====→  
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ecycxycxycy 43
2

3 4

2

2211 =+=+==  

3)((جواب کلی                                                        
2

)(2)(( 3
4

2

1
xecycxycxycy −−−−−−  

  معادله ریکاتی

)()()(معادله به صورت  2 xqyxryxpy ),()(با فرض این که ′+=+ xqxr    مخالف صفر باشند،معادله ریکـاتی نـام دارد.اگـر

yp  یک جواب خصوصی معادله باشد جا نشینی
u

ypy 1
  معادله را به معادله مرتبه اول خطی تبدیل می کند.=+

0)2(1 =+−+ rupypru  
  ریکاتی بدست می آید. هجواب عمومی معادل uو با محاسبه 

  معادله لاگرانژ

  معادله دیفرانسیل روبرو معادله لاگرانژ نامیده میشود.

)()( yqyxfy ′+′=  
yyfدر حالت خاص که   باشد به معادله کلرو تبدیل میشود. )(′=′

)(ygyxy ′+′=  
  توجه شود که جواب عمومی معادله کلرو به صورت روبرو است.

)(cgcxy +=  

.جواب عمومی معادله دیفرانسیل 38مثال
y

yayxy
′+

′
+′=

1
  به دست آورید؟را  

  با توجه به نکته گفته شده می توان نوشت:حل: 

(*)
1

)
c

accxgcccxy
+

+=+=  

  مشتق بگیریم  cله را به طور کامل حل کرد. اگر از طرفین تساوي فوق نسبت به ددر ادامه می توان معا

0
)1( 2

32
=

+
+

c

ax  

  ، مشتق بگیریم .xنسبت به  y=cx+g(c)همچنین اگر از طرفین معادله

dx
dccg

dx
dcxccy )(′++==′  

[ ] 0)( =′+
dx
dccgx  

(**))(cgx ′−=→  
  داشت بین دو معاله (*)و(**)خواهیمcبا حذف 
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3
2

3
2

3
2

ayx =+  

  دو کاربرد از معادلات دیفرانسیل مرتبه اول

  ها و مسیرهاي قائم هاي منحنی دسته

)یک دسته منحنی پارامتري به صورت  ) 0c,y,xf کند  ایجاد می xyیک منحنی در صفحه  cداریم که به ازاء هر مقدار پارامتر  =
)خواهیم یک دسته منحنی پارامتري  حال می )k,y,xg  پیدا کنیم که بر دسته منحنی( )c,y,xf  عمود باشد. (یعنی زاویه بین
  باشد) 90هایشان در نقطه تقاطع  مماس

  مسیرهاي قائم در مختصات دکارتی

)براي تعیین مسیرهاي قائم خانواده منحنی  )k,y,xg توان نوشت:  به ترتیب زیر می  
)را به صورت  g) معادله دیفرانسیل 1 )k,y,xg کنیم. مرتب می  

مقدار  ′yبه جاي  f) در 2
y
1
′

  گذاریم. می −

  کند.  را مشخص می g) حل معادله دیفرانسیل قسمت قبل، مسیرهاي قائم منحنی 3
xyهاي  مثال. دسته مسیرهاي قائم منحنی α= را به دست آورید؟ )α (پارامتر است  

  حل: 

α=′y  
yxy ′= 

به  ′yبا تبدیل 
y
1
′

  

xyy −=′  

∫∫ α=+→−= 222 yxydyxdx  

1هاي  مثال. دسته مسیرهاي قائم دسته مخروطی
C

y
C
x 22

=
λ−

    را به دست آورید؟ +

  حل: 

1
C

y
C
x 22

=
λ−

+  

0
C

yy
C
x

=
λ−
′

+ 

yyx
xC

′+
λ

=  

( )( ) yyyxyyx ′λ=−′′+  
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به  ′yبا تبدیل 
y
1
′

1هاي  کند، بنابراین دسته مسیرهاي قائم دسته مخروطی ، معادله دیفرانسیل تغییر نمی
C

y
C
x 22

=
λ−

بر  +

  ها منطبق است.  خود دسته مخروطی

Cxy2هاي منحنی  مثال. معادله مسیرهاي قائم بر دسته   را به دست آورید؟ =

  حل: 
  آید.  گیري، معادله دیفرانسیل مسیرهاي اصلی به دست می با مشتق

Cxy2 =  
0yx2y0yxy2y2 =′+→=′+  

  معادله دیفرانسیل مسیرهاي قائم عبارتست از: 

ax2yxdx2ydy
y
x2y0

y
1x2y 22 =−→=→

′
=→=








′

−
+  

  مسیرهاي قائم در مختصات قطبی 

)در دستگاه مختصات قطبی براي بدست آوردن مسیرهاي قائم یک دسته منحنی مانند  )θ= fr  کافی است در معادله دیفرانسیل

به جاي 
r
r′  مقدار

r
r
′

  کنیم.  را قرار داده و سپس معادله دیفرانسیل جدید را حل می −

  ي مایلمسیرها

)دسته منحنی  ) 0C,y,xf   توان نوشت:  می γمفروض است براي بدست آوردن مسیرهایی که با مسیر مذکور زاویه  =

γ′+
γ−′

=′→
′+
′−

=γ
tany1
tanym

mm1
mmtan  

)بنابراین کافی است در معادله دیفرانسیل  ) 0C,y,xf = ،y   را به
γ′+
γ−′

tany1
tanyt  .تبدیل کنیم  

)هاي  مثال. دسته مسیرهاي قائم بر دسته منحنی )θ−α= sin1r را به دست آورید؟  

  حل: 

( )θ−α= sin1r  

θ−
θ−

=θα−=
θ

θθα−=
sin1
cosrcos

d
drdcosdr  

θ
θ

θ−
= →

θ
θ−

−=
θ

∫∫′
−

→
′

d
cos

sin1
r
dr

cos
sin1

dr
rd r

r
r
r

  

θ
θ−
θ+

= cos
sin1
sin1CLnrLn 

( )θ+= sin1Cr  
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اگر معادله یک دسته منحنی به صورت قطبی بیان شده باشد، چنانچه پس از حذف پارامتر، معادله دیفرانسیل مسیرهاي  نکته:

0اصلی به صورت 
d
dr,,rf =








θ
θ  بیان شود معادله دیفرانسیل  قائم به صورت






 θ

−θ
dr
dr,,rf قابل بیان است و از حل آن  2

  آید.  هاي قائم بدست می هاي منحنی دسته
  را با توجه به نکته ذکر شده به شکل زیر حل کرد.  توان مسأله قبل به عنوان مثال می

( )

θ−
θ−

=

θ

→






θα−=
θ

θ−α=

cos
sin1

d
dr
r

cos
d
dr

sin1r
 

θ−
θ−

=
θ

−
→

θ
−→

θ cos
sin1

dr
dr

r
d
dr

d
dr

2
2

2  

θ
θ

θ−
=→ d

cos
sin1

r
dr  

( ) ( )θ+=→+θ+= sin1CrCsin1LnLnr  
  پوش منحنی

)هاي  پوش یک خانواده منحنی ) 0c,y,x =φ اي مانند  منحنی( )xfy ها فقط در  است که بر هریک از اعضاي خانواده منحنی =
  یک نقطه مماس است. 

)هاي  براي بدست آوردن پوش خانواده منحنی نکته: ) 0c,y,x =φ  کافی است که پارامترC لات را بین معاد( ) 0c,y,x =φ  و

( ) 0c,y,xC =φ  مشتق نسبت به)C .حذف نمائیم (  
1siny2cosx2هاي  مثال. پوش خانواده منحنی =θ+θ آورید؟  را به دست    

θ=θ=→




=θ+θ−
=θ+θ

cos
2
1xsin

2
1y

0cosy2sinx2
1siny2cosx2  

4
1yx 22 =+→ 
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    فصل اولهاي تألیفی  تست
22مسیرهاي قائم خانواده خطوط  -1 =+ yx ) را به دست آوریدC  استدلخواهی  –پارامتر(  

}الف)  }ب)   ,12{ }ج)   −,12{ }12 }د)   ,− }12 −− ,  

  شود کدام است؟ که در هر نقطه آن وجود و یکتایی جواب معادله زیر تضمین می xyاي از صفحه  ناحیه -2

+≠oالف)  yx +≠oب)     52 yx 52    

+≠oج)  yx +≠oد)     4 yx 6  

ي دیفرانسیل  جواب عمومی معادله -3
yx

yx
dx
dy

−
+−=   کدام است؟ 4

)xy)(xy(الف)  22 42 )xy()xy(Cب)   +− =+− 222 42  

)xy()xy(Cج)  =−+ 222 )xy)(xy(Cد)   42 =+− 22 42  

  ، متوازي اند؟  xي نقاط هر خط موازي محور  ي دیفرانسیل عناصر میدان امتدادي، در همه براي کدام معادله -4

=+2الف)  yxy y()y(y(ب)     2 −−=′ 21  

xyyج)  د)     ′=2
yx

xy
−

=′  

22اي دیفرانسیل  هاي عمومی معادله جواب -5 32 yxyxy   کدام است؟′=+

332الف)  cxyx 322ب)     += cxyx =+  

cxyxج)  =+ 223د)     22 cxyx =+  

+=oي دیفرانسیل  جواب عمومی معادله -6 ydycosxsinydxsinxcos2   کدام است؟  

cysinxcosالف)  cycosycosب)     2= =2  

cycosxcosج)  cysinnsinد)     2= =2  

2222ي دیفرانسیل  جواب عمومی معادله -7 yxyyx   کدام است؟ ′=+−

(Lnxcالف) 
x
y(sin (Lnxcب)   12−=+

x
y(sin 21 +=−  

(Lnxcج) 
x
y(cos 21 (Lnxcد)   −=+

x
y(cos +=−12  
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222هاي  مسیرهاي قائم خانواده بیضی -8 cyxyx   کدام است؟ −+=

)الف)  )2xycxy )ب)     +=− )3xycxy −=+  

xy(cxy(3ج)  xy(cxy(2د)     −=+ +=−  

2212ي دیفرانسیل  اگر جواب معادله -9 yxxyy به صورت  ′+=++
u

xy 1
  باشد آنگاه؛ =+

2xcxuالف)  −−1ب)     =− )xc(u  

xcuج)  12د)     =− −−= )xcx(u  

222ي دوایر  هایی که خانواده خانواده منحنی -10 cyx کنند در مختصات قطبـی کـدام    قطع می o45را به زاویه  +=
  است؟

=−θالف)  ker   (بθ= kr   (جθ= ker   (دkr =θ  

)جوابی از معادله دیفرانسیل  gاگر تابع  -11 ) o=++ xydydxyx 11ي  با شرط اولیـه  222 −=)(g    باشـد مقـدار

)(g 3   کدام است؟ 4

3ج)   oب)   1الف) 
3د)   31

35
−  

1Cyxهایی  اگر منحنی -12 nn ي  مسیرهاي قائم خانواده +=
xc

xy
+−

=   کدام است؟ nباشند  1

  4د)   3ج)   2ب)   1الف) 

xy(yyx(جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -13 223 22   کدام است؟ ′=+

++=oالف)  )Lnxc(yx ++=oب)   2 )Lnxc(yx 3  

++=oج)  )Lnxc(yx ++=oد)   2 )Lnxc(yx 22  

xyxجوابی از معادله دیفرانسیل  gاگر تابع  -14
y
y

=−
′

g)(=1با شرط اولیه   o  باشد آنگاه)(g   کدام است؟ 2

الف) 
e

e
−1
ب)   2

e
e
ج)   2+

e
e

+1
د)   2

e
e
−2  

′=1ي  جواب عمومی معادله -15 + yxeyy کدام است؟  

)الف)  ) xy ecey )ب)     1+=− ) xy ecey −−=−1  

)ج)  ) xy ecey )د)     1−=+− ) xy ecey +=+1  
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xhsecxtanhyجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -16
dx
dy   کدام است؟ +=3

xtanhcxsinhyالف)  csochxxsinhyب)   =+ +=  

hxseccxtanh.hxsecyج)  hxsecchxsecyد)   =+ +=  

−+=oجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -17 dxydy)ysinxy(   کدام است؟ 22

cycosxyالف)  cycosxyب)     2−= =+2  

cysinxyج)  cysinxyد)     2+= =−2  

+′++=oجواب عمومی معادله  -18 )yxy(y)xyx( 2222   کدام است؟ 22

cxygxالف)  =+ cyxyxب)     222 =− 222  

cxyyxج)  =− cxyyxد)     222 =+ 222  

++−=oجواب خصوصی معادله  y,x(u(اگر  -19 dy)Lnx(dx)x
x
y( 11با شـرط   26 =)(y   باشـد و),e(u 1 

  کدام است؛

13الف)  2 −e   (23ب 2 −e   (33ج 2 −e   (43د 2 −e  

++=oاگر معادله دیفرانسیل  -20 dybxedx)xye( xyxy   کدام است؟ bکامل باشد  22

2ج)   b=2ب)   b=1الف) 
1

−b   (1د−=b  

)عامل انتگرال ساز معادله  -21 ) ( ) o=++++ dxyxdxyxyyx 2232   کدام است؟ 23

xeالف)    x−3د)   xe3ج)   3xب)   −3

  

−′=1جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -22 y)
y
xy(sin  کدام است؟  

cycosysinyxyالف)  =+−2  

cycosgsinyxyب)  =+−  

cysinycosyxyج)  =−+  

cysinycosyxyد)  =−+2  
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+++′=oعامل انتگرال ساز معادله دیفرانسیل   -23 y)
x
y

y
x()

y
x( 363

2
nmبه شکل   yx  است حاصلnm + 

  برابر است با:

  -1د)   -2ج)   2ب)   1الف) 

+++′=oر معادله دیفرانسیل اگ -24 y)xyx()yxy( )داراي عامل انتگرال سـاز   223 )
)yx(xy

y,x
+

=µ 2
1 

  باشد آنگاه جواب عمومی به دست آمده برابر است با:

cyxyxالف)  =+ cyxyxب)     2232 =+ 3232  

cyxyxج)  =+ cyxuxد)     323 =+ 223  

+++=oعامل انتگرال ساز معادله  -25 dy)yxx(dx)xyy( 22 βαبه شکل  3243 yx   :عبارت است از  

yxالف)  2=µ   (بxy=µ   (2جxy=µ   (22دyx=µ  
′+=1جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -26 xcosyxsiny کدام است؟  

cxxsinyالف)  += cxxcosyب)     3 += 3  
cxxcosyج)  cxxsinyد)     =+ +=  

)جواب مساله  -27 ) xxyyx =+′− y)(=2مقدار اولیه  21 o کدام است؟  

24الف)  xxy 211ب)     =+− xy −+=  

212ج)  xy 22د)     =−− 4 xxy −+=  

xeجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -28
yy 21

1
+

  کدام است؟ ′+=

xxالف)  etanArccey xxب)   =+ etanArccye +=  

esinArccxyeج)  x += xesinArccxyد)   2 +=  

−+−=oجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -29 dy)xyx(dx)yxy( 22  

cxyyxالف)  =− cxyyxب)     222 =+22  

cxyyxج)  =+ cxyyxد)     222 =−22  
)جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -30 ) ( )yxxyyy   کدام است؟  ′′+=+

−−+−−=oالف)  − )cexy()cexy( xx 12
2

−+−−−=oب)    )cxy)(cexy( x

21
2

  

+−−−−=oج)       − )xy()cexy( x

21
2

+++−−=oد)    − )cexy)(cexy( xx

21
2
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yxxyyي دیفرانسیل  جواب عمومی معادله -31 42   کدام است؟ ′−=

22الف)  2
2

)ce(y
x

22ب)     =− 2
2

−−= )ce(y
x

  

2ج) 
1

2 2
2

)ce(y
x

2د)     =−
1

2 2
2

−
−= )ce(y

x

  

)جواب خصوصی معادله  -32 ) o=+−− xdydxxyy 216 y)(=1با شرط  2 o  2درLnx   کدام است:=

22الف)  Lny 22ب)     =
12 Lny =  

42ج)  Lny 23د)     =
12 Lny =  

1222ي دیفرانسیل  هاي معادله اگر یکی از جواب -33 −−=′ xyyxyx  به صورت
x

y 1
باشـد جـواب عمـومی     =

  معادله به کدام صورت است؟

2الف) 
21

xc
xxy

−
2ب)     =+

221
xc

xxy
−

+=  

2ج) 

2

1
xc

xxy
−

21د)     =+
xc

xxy
−

+=  

232جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -34 yyy   کدام است؟ ′=−+−

1الف) 
12

−
−= x

x

ce
cey     (1ب

12
−
+= x

x

ce
cey  

1ج) 
32

+
+= x

x

ce
cey     (1د

22
+
−= x

x

ce
cey  

xxجواب عمومی معادله دیفرانسیل  - 35 eyyey −+=′ − ehxyبا فرض این که  2   جوابی از معادله است برابر است با:  1=

xالف) 

xx

ec
ecey 2

2

−
xxب)     =+

x

ece
ecy 2

3

+
−=  

xج) 

xx

ec
ecey 2

3

−
+

xxد)     =

x

ece
ecy 2

3

+
+

=  

23هاي معادله دیفرانسیل  جواب -36 31 xy)yx(   کدام است؟ ++′=

22الف)  −+= ycex y     (23ب −−= ycex y  

23ج)  +−= − ycex y     (22د ++= − ycex y  
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  ي دیفرانسیل کدام است؟ جواب عمومی معادله -37

  ( ) ( ) 421212 xy
x

yy =+−′+  

)الف)  ) 25213 cxxy 2521ب)   +=+ cxx)y( +=+  

)y(cxxج)  +=+ )y(cxxد)     321 +=+ 3213  

dy)xux(dxyجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -38 −=   کدام است؟ 32

32223الف)  ycxxg 232ب)     =+ cxyxy +=  

22ج)  cxyxy 32232د)     =+ ycxxy +=  

3xxyمعادله دیفرانسیل کلرواي که جواب غیر عادي آن  -39   باشد کدام است؟=−

2الف) 
3

1 )y(yxy 2ب)     =′+−′
3

3
1 )y(yxy

′−
+′=  

2ج) 
3

3
12 )y(yxy

′−
2د)   =′+

3

12 )y(yxy ′−+′=  

24ي دیفرانسیل  جواب غیر عادي معادله -40 yxyxy   کدام است؟ +′=′

o=−14الف)  2yx     (بo=+14 2xy  

o=+14ج)  2 yx     (دo=−14 2xy  

22پوش منحنی تک پارامتري  -41 2 ppxy   کدام است؟ =+

xyالف)  m=     (122ب =− yx  

xyج)  42   د) پوشش ندارد.    =

2222جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -42 121 −=++′+ yy)x(ny)x( کدام است؟  

311الف)  222 +++=+= xxcxy  

x(y(cxxب)  ++=+ 31 3323  

x(cy(xxج)  21 32 +++=  

x(cy(xxد)  31 2222 +++=  
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(ي مقدار اولیه  جواب مساله -43
x
yLn(yyx

′
+′=′′ 2با شرط اولیه  1

11 =)(y  11و =′ )(y کدام است؟  

2الف) 
2xy xee(Lny(ب)     = −= 22

1  

1ج) 

2
1 −= xey     (2د

1
−= xy  

x(cy_هاي  معادله دیفرانسیل دسته سهمی -44 142    کدام است؟ =+

222الف)  2 yyyxyy 22ب)   =′+′ 2 yyyxy ′+′=  

22ج)  2 yyyxy 222د)     =′+′ 2 yyyxyy ′+′=  

xceyهاي  ي منحنی مسیرهاي قائم خانواده -45   کدام است؟ =

cyxالف)  =+ cyxب)     2 =+ 22  

cxyج)  =+ cxyد)     22 =+ 2  

′−−=oجواب عمومی معادله  -46 22 23 yxyyx کدام است؟  

yx(cxy(الف)  += )ب)     2 )12 += xcxy  

yx(cxy(ج)  += y(cxy(د)     2 1+=  

−++=oمعادله دیفرانسیل جواب عمومی  -47 dy)yx(dx)xsecxy( 22   کدام است؟ 22

cyxtanyxالف)  =++ 22

2
cyxtanyxب)   1 =++ 22

3
12  

cxtytanyxج)  =− cyxtanyxد)     22 =++ 22

2
1  

)xydxdy)yxیک عامل انتگرال ساز براي معادله  -48 23 22   کدام است؟ −=

  x−4د)   y−4ج)   4yب)   4xالف) 

++=oعامل انتگرال ساز معادله  -49 dyyxydxxdy βαبه شکل  433 yx کدام است؟  

4الف) 
3

3 −− yx   (4ب
3

4
3

yx
−

22د)   xy−3ج)    −− yx  

)dx)xy(dy)xyجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -50   شود؟ در مختصات قطبی چگونه نمایش داده می +=−

=θب)   rce=θالف)  cer   (جθ= cr   (دcr +=θ  
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yeyyyxyجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -51   کدام است؟ −′=2′

yyexالف)  y cyeyxب)     =+2 y +=2  

2cyexyج)  y 22د)     =+ cyyex y +=  

xyاگر  - 52 523یک جواب خصوصی معادله دیفرانسیل  1= xyx
x
yy   باشد جواب عمومی آن کدام است؟ ′=+−

xy(c(xyeالف) 
x

−=+
5

5
3

xy(c(xyeب)   
x

+=−
5

5
3

  

)ج)  ) xyexyc
x

+=−
5

5
2

xy(c(xyeد)   
x

−=+
5

5
2
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  هاي تألیفی بخش اول  جواب

  ) صحیح است. 4گزینه ( -1

  با جایگذاري در معادله داریم:

  o=++− −− mmm xxmxx)m(mx 241 122  
  o=++− 21 m)m(m  

  ( )( )




−=
−=

→=++→=++ 1
212232

m
m

mmmm oo  

  ) صحیح است. 1گزینه ( -2

  
yx

yx)y,x(fy 52 +
−

==′  

  o≠+⇒
+

−
=

∂
∂ yx

)yx(
vx

y
f 5252 2  

,fبراي اینکه که توابع 
y
f

∂
  هایشان مخالف صفر باشد.  پیوسته باشند باید مخرج ∂

  ) صحیح است. 3گزینه ( -3

xuyمعادلۀ همگن است با فرض  uxuyداریم  =   آید:  و معادله به شکل زیر در می ′=+′

  
x

dxdu)
u

u
u

(
x

dxdu
u

u
=

−
×−

−
⇒=

−
−

4
2

2
1

4
1

4
1

222  

  گیري داریم: ا انتگرالو ب

  242
1

2
2

4
1 2 /LnLnx)u(Ln)

u
u(Ln +=−−

+
−  

  44
3 22
1 kx

)u()u(
=

−+
⇒  

و با جایگذاري 
x
yu ckو  =   داریم: 4−=

  c)xy()xy(c)xy()xy( =−+⇒−+ 223 4222  
  ) صحیح است. 2گزینه ( -4

ي نقاط هر خط موازي محور  است بنابراین عناصر میدان امتدادي در همه x) مستقل از 2چون طرف دوم معادله فقط در گزینه (
xاند (بولیس).  ، خود متوازي  
  ) صحیح است. 2گزینه ( -5

xuy,uxuyمعادله همگن است با فرض    داریم: ′=+′=
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  cx
x
ycxu

x
dxdu

u
u

=+⇒=+⇒=
+ 2

2
2

2 111
2  

  در طرف دوم داریم: 2xو با ضرب 

  322 cxyx =+  
  ) صحیح است. 4گزینه ( -6

  آید: ي جدایی پذیر به دست می کنیم و یک معادله تقسیم می siny sinxدو طرف معادله را بر 

  o=+ ydycotxdxcot2  
  گیري داریم: و با انتگرال

  12 Lnc)y(sinLn)x(sinLn =+  

  Lnc)ysinx(sinLn =2  

  cysinxsin =2  
  صحیح است.» 1«گزینه  -7

  نویسیم؛ میمعادله را به شکل زیر 

  212
1 )

x
y(

x
yy −+=′  

معادله همگن است و با فرض 
)u

x
y(

xuy
=

  داریم: =

  212
1 uuuxu −+=′+  

  آید: که به صورت زیر در می

  
x

dx
u

du
=

− 21
2  

  گیري داریم: و با انتگرال

  Lnxcusin +=−12  

  Lnxc)
x
y(sin +=⇒ −12  

  ) صحیح است. 3گزینه ( -8

  گیریم:  مشتق می xاز معادله داده شده نسبت به 

xy
xyyyyyxyx

−
−=′⇒=′+′−− 2

222 o  
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yو به جاي 
y

′⇐
′

  دهیم و داریم: قرار می 1−

  
x

dxdu
u

u
xy
yxy

u
x
y

=
−
−

 →
−
−

=′
=

21
2

2
2  

  )
u
u(Ln)x(LnLncLnx 1

112
1 2

1 +
−

+−−=+ →  

  322
131

1 )xy(cxyxc
)u(

u ux/y +=− →=
+
−

⇒   یا  =

  ) صحیح است. 3گزینه ( -9

در معادله با جایگذاري 
u

xy 1
  دو معادله داریم: =+

  22
2

111211 )
u

x(x)
u

x(xu,
u

+++=++′−  

  cxxu +−=⇒−=′⇒ 1 

  ) صحیح است. 1گزینه ( -10

  گیریم؛  مشتق می xاز معادله نسبت به 

  1m
y
xyyyx =−=′⇒=′+ o  

  
xy
xy

dx
dymmmmm

mm
mmtan

+
−

==⇒+=−⇒
+

−
=θ 22112

21

12 11 

uکه یک معادله همگن است با فرض 
x
y

  داریم: =

  c
x
ytanyxLn =++ −122  

Lnkcو با فرض    در مختصات قطبی داریم: =

  θ−=⇒=θ+ kerLnkLnr  
  ) صحیح است. 2گزینه ( -11

  نویسیم: معادله همگن است و آن را به صورت زیر می

  →+−=
+

−=
=u

x
y)

x
y

y
x(

xy
yx

dx
dy

2
1

2
22

  

  o=
+

+ →+−=+′ du
u

u
x

dx)u
u

(uux 231
21

2
1  

 معادله حاصل همگن است

گیري انتگرال  

جدایی پذیر استمعادله   

گیري انتگرال  
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  1
2313

1 c)x(LnLnx =++ →  

  [ ] cxyxKnc)u(xLn ux/y =+ →=+⇒ = 2323 331  

  
3

3
23

4
11

43
443

=

=−
−=⇒=+ →

=

−=

xx
x)x(gxyx

c

)(y
o

  

  ) صحیح است. 3گزینه ( -12

1cyxاز معادله  nn   گیریم و داریم: مشتق می xنسبت به  +=

  o=′+ −− 11 nn yyx  

yاگر به جاي 
y

′⇐
′

11قرار دهیم آنگاه به معادله  1− −− ′= nn xyy رسیم که جواب عمومی آن به شکل زیر است: می  

  nn xcy −− += 2
2

2  
  فرض شود داریم: n=3اگر 

  
x

xc
x

c
y

xcy 2
2

1
2

1111 +
=+=⇒+=− −  

که همان خانواده 
xc

xy
21+

  است.  =

  ) صحیح است. 4گزینه ( -13

xuyمعادله همگن است و با فرض    داریم:  =

  )xux(xu)uxu(x 2223 22 +=′+  

  33 2222 u
dx
duxuuuxu =⇒+=′+⇒  

  Lnxc
y
xcLnx

u
uy +=−→+=

−
⇒ =

2

2
1  

  o=++⇒ )Lnxc(yx 22  
  ) صحیح است. 4گزینه ( -14

  xdxdy)
yy

()yy(xy =
+

−⇒+=′
1

112  

  2
1

2
2

12
1

1
x

ce
y

ycx
y

yLn =
+

⇒+=
+

⇒  
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2

2

2

2

1
x

x

ce

cey
−

=⇒  

2لذا است.  y=1مقدار  o=xچون در 
1

=C :است  

  
e

e)(g
e

e)x(g x
x

x

−
= →

−
= =

22
2

2

2

2

2

2

  

  ) صحیح است. 2گزینه ( -15

  نویسیم: معادله را به شکل جدایی پذیر زیر می

  dxedyye xy −=  

  xy ece)y( −−=− → 1  
  ) صحیح است. 3گزینه ( -16

  ∫ −=×−×= )xcoshLnexp()dxtanh(peA  

  hxsec
xcosh

==
1  

  ∫ +=⇒== )cBRdx(Ayxcosh
A

B 1  

  ∫ +=+××= )cx(tanhhxsec)cdxxlechcosh(hsec 3  

  xhxhxcg tanhsecsec +=⇒  
  ) صحیح است. 2گزینه ( -17

چون 
x
Ny

y ∂
∂==

∂
µ∂   جواب عمومی معادله باشد آنگاه:  uبنابراین معادله دیفرانسیل کامل است اگر  2

  mux =  

  ∫ +=+= )y(hxy)y(hmdxu 2  

N)y(hxyuاز طرف دیگر  y =′+= ysin)y(hکه از آن  2 ycos)y(hآید یعنی  به دست می ′=− در  ⇐=

  آید: نتیجه جواب عمومی معادله به شکل زیر به دست می

  cy)(xy)y,n(u =+=− o2  
  ) صحیح است. 1گزینه (  -18

  o=+++ dy)xyx(dx)yxy( 2222 22  

گیري انتگرال  
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  آید. جواب عمومی این معادله مشابه مساله قبل به دست می

  cxy)y,x(u =+ 2  
  ) صحیح است. 2گزینه ( -19

  یر است:معادله داده شده کامل است. بنابراین جواب عمومی آن به شکل ز

  cyxyLnx)y,x(u +−+= 23 2    
o=),(uچون    باشد در نتیجه؛  می c=−1است بنابراین  11

  123 2 −−+= yxyLnx)y,x(u  

  2312311 22 −=−−+= ee),e(u  
  ) صحیح است. 1گزینه ( -20

بایستی 
x
n

y
m

∂
∂

=
∂
  باشد بنابراین: ∂

  xyxyxyxu xyebbexyee 2222 22 +=+  
  برقرار است. b=1این معادله فقط به ازاي 

  ) صحیح است. 3گزینه (  -21

  x
x
nyxx

y
m 2323 22 =

∂
∂++=

∂
∂  

  3=∂
∂

−
∂
∂

=
N

x
N

y
m

)x(g  

  xdx)x(g
ee)x( 3==µ ∫  

  

  ) صحیح است. 3گزینه ( -22

+−=oمعادله را به صورت  dy)ysin
y
x(dx یابیم؛ نوشته و عامل انتگرال سازي براي آن می  

  
y

y
m

dx
n

y
m

)y(h 1
1

1
=

−

−
=

−

∂
−

∂
∂

=  

  yee)y( Lnydy)y(sh ===µ  
  کنیم:  عامل انتگرال ساز دو معادله ضرب می

  o=−+ dy)ysinyx(ydx  

  )y(hxyuy
x
u

+=⇒=
∂
∂  
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  ysinyx)y(hx
y
u −=′+=

∂
∂  

  )ysiny)(y()y(hysiny)y('h +−−=⇒−=⇒ o  
  ysiny)(y −= o  

  cysiny)(yxyu =−+=⇒ o جواب عمومی  
   ) صحیح است.2گزینه ( -23

  نویسیم؛  معادله را به شکل زیر می

  o=+++ dy)
x
y

y
x(dx)

g
x( 363

2
  

nmدو طرف را در  yx کنیم؛ ضرب می  

  o=+++ +−−+−+ dy)yxyx(dx)yxyx( mmnmnmnm 111211 363  
  نویسیم؛ شرط کامل بودن را می

  1211211 132163 +−−+−−+ −++=−+ nmnmnmnm yx)m(yx)m(yx)n(ynx  

  21111
11

=+=+




=→=−
=→=−

⇒ nm
mm
nn

o
o

  

  است.  xy−µو عامل انتگرال ساز 
  ) صحیح است. 1گزینه ( -24

  با ضرب عامل انتگرال ساز در معادله داریم؛ 

  
)yx(x

yx
)yx(xy

yxym
x
u

+
+

=
+

+
==

∂
∂

µ 2
3

2
3 2

  

  
)yx(y

yx
)ux(xy

xyxN
y
u

+
+

=
+

+
==

∂
∂

µ 22
2

  

  ( ) ( )∫ ∫ +







+

+
+

+
=+µ= )y(hdx

yxx
x

yxx
yx)y(hdxmu 22

2  

  )y(h)yx(LnLnx +++= 22
1  

  ( )
( )
( ) ( ) yyxyxy

yx)y(h
yxy

u
2
1

22
1

22
2

22
1 +

+
⇒

+
+=′+

+
=

∂
∂  

  در نتیجه 

  
y

)y(hLny)y(h 2
1

2
1 =′⇐=  

http://www.SANJESH.IR


 معادلات دیفرانسیل
WWW.SANJESH.IR     »49« 

 

  12
122

1 CLnyLnx)yx(Lnu =+++=  

  1
2 22 cyx)yx(Ln =+  

  ceyxyx c ==+ 122232  
  ) صحیح است. 1گزینه ( -25

  کنیم: عامل انتگرال ساز را در معادله ضرب می

  ( ) ( ) o=+++ +β+αβ+αβ++α+α dyyxyxdxyxyx B 121211 3243  
  کنیم: و شرط کامل بودن را بررسی می

  ( ) 1111 23122413 +β+αβα+β+αβα +α=+α=β+++β yx)(yx)(yx)(yx  

  1
2

6348
2233

=β
=α

⇒




+α=β+
+α=+b  

  ) صحیح است. 4گزینه ( -26

  
xsin

xcotyy 1
=+′  

  ∫ =−=−×=
xsin

))x(sinLnexp()xdxcot(peA 1  

  

cxxsiny

)cdx(
xsin

y

)cBRdx(Ayxsin
A

B

+=⇒

+=

+=⇒==

∫

∫
1

1

  

  ) صحیح است. 2گزینه ( -27

  22 11 x
xy

x
xy

−
=

−
+′  

  ∫ −=
−

−= 2
2 11 x)dx

x
xexp(A  

  ∫ +=⇒
−

== )cBRdx(Ay
xA

B
21

11  

  ∫ +
−−

−=⇒ )cdx
x

x.
x

(xy 22
2

11
11  

  2
2

2 11
1

11 xc)c
x

(x −+=+
−

−=  

http://www.SANJESH.IR


  معادلات دیفرانسیل
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«50» 

  
2

2

11

1112

xy

cc
y

en

−+=⇒

=⇒θ−+=→
=

=

  

  ) صحیح است. 2گزینه ( -28

  ∫ ===−= − xx e
A

B,e)dnexp(A 1
  

  ∫ ∫ +
+

=+=⇒ − )cdx
e

e(e)cBRdx(Ay x

x
x

  جواب عمومی 21

  )cetanArc(e xx += −  
  جواب عمومی معادله

cetanArcye xx +=⇒  
  ) صحیح است. 1گزینه ( -29

  1212 −=
∂
∂

−=
∂
∂ xy

n
n,xy

y
m  

  ∫ +−=+= )y(hxyyx)y(hmdxu 22

2
1

  

  xyx)y(hxyxuy −=′+−= 22  
c)y(hبنابراین    پس داریم: =′

  cxyyxu ′=−= 22

2
1

  

  ) صحیح است.3گزینه ( -30

  o=+−+′ )yx(xyyy 2  
  →=′−−=′ xy,yxy  

  حال این دو معادله داریم:

  xcexy)c,y,x( −+−+=ϕ 1  

  cxy)c,y,x(t −−= 2
2

  

  o=+ϕ⇒ )c,y,x()c,y,x( جواب عمومی  

  o=−−+−+ − )cxy)(ce)xy( x

21
2
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  ) صحیح است. 1گزینه ( -31

  معادله برنولی است و داریم:

  xxyyy 42 2
1

2
1

=−′
−

  

2با فرض 
1

2
1

2
1 yu,yyu =′=′

−
  داریم: 

  xxuu 422 =−′  

  2222 22
22

)ce(uyceu
xx

−==⇒−=⇒  
  ) صحیح است. 4گزینه (  -32

  33112
1 y

x
y)

x
(y −=+−′  

  معادله برنولی است.

  معادله خطی زیر را داریم: yu=−2و با فرض 

  
x

u)
k

(u 611 =++′  

  )ce(
xy

)ce(
x

u xx −− +=⇒+= 611161
2   جواب عمومی  

  x)ce(y x =+⇒ −62  
2Lnxو  c=−6با جایگذاري    داریم: =

  22

2
166 Ln)(y =×−  

  22

3
1 Lny =  

  ) صحیح است. 2گزینه ( -33

  
x

yy
x

y 11 2 −=−+′  

  که به صورت معادله ریکارتی زیر است:

  )x(Ry)x(Qy)x(py =++′ 2  

ayاگر معادله داراي جواب  آنگاه جواب کلی آن به صورت  1=
v

uy 1
  آید: از معادله زیر به دست می vاست که  =+

  که یک معادله خطی است: 
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  ( ) QVpuQV =+−′ 2  

  11112 −=+−−′ v)
x

)(
x

(V  

  2

2 211
211

xc
x

xv
uy

x
xcvv

x
V

−
+=+=⇒

−
=⇒−=+′  

  داریم: xبا ضرب دو طرف در 

  2

221
xc

xxy
−

+=  

  ) صحیح است. 1گزینه ( -34

kyمی دانیم  21آید با  به دست می k=2و  k=1کند و با قرار دادن این جواب  در معادله صدق می 1= == ky  معادله
  نویسیم: را به صورت زیر می

  23 2 −=+−′ yyy  

اگر جواب 
v

uy 1
  مورد نظر باشد آنگاه: =+

  ( ) 113122 =−′⇒=−××−′ VVVV 

 1−=⇒ xceV 

 1
12

1
121

−
−

=
−

+=+= x

x

x ce
ce

cev
uy 

  ) صحیح است. 3گزینه ( -35

  نویسیم؛ کل زیر میشمعادله را به 

  xx eyeyy −=−−′ − 2  
  دهیم؛ معادله کمکی زیر را تشکیل می

  xxx ev))e(e(V −− −=−−−′ 12  

  x

x
x

e
ecveVV 3

2

23 −
=→−=+′ −  

  x

xx
e

x

x
u

ec
ec

ec
ee

v
uy 2

3

2

321
−
+

=
−

+=+=  

  ) صحیح است. 2گزینه ( -36

  نویسیم؛ معادله را به شکل زیر می

  
1

3
3

2

++
=

yx
x

dx
dy  
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  که یک معادله در برنولی است.

  213
1

3
−++= x)y(x

dy
dx  

  با حل این معادله به روش معادل 

  213
1

3
1 −+=−′ x)y(xx  

  23 −−= ycex y  
  ) صحیح است. 1گزینه ( -37

yzابتدا فرض کنیم    آید: در این صورت معادله به شکل زیر در می 1=+

  4222 xz
x

zz =−  

2zuکه معادله برنولی با    است و داریم:  =

  42 xu
x

u =−′  

  25225 133
1 cxx)y(xcxu +=+⇒′+=  

  ) صحیح است.1گزینه ( -38

  آوریم؛  معادله را به شکل برنولی در می

  2

3
32 1

y
xx

y
xxyxxy =+′→−=′  

  2
23 11

y
x

y
xx =+′⇒ −−  

=−2با فرض  xu داریم؛  

  2
22
y

u
g

u −=−′  

  
y
cy

xy
cyu 3

21
3

2 3

2

3 +
=⇒

+
=⇒  

  32223 ycxxy +=⇒  
  ) صحیح است.3گزینه ( -39

)شکل کلی معادله کلرو به صورت  )yfyxy c(fcxy(و جواب عمومی آن خطوط مستقیم  =′+′ است خط مماس  =+

)در یک نقطه  )oo y,n  3بر منحنی جواب غیر عاديxxy   عبارت است از: =−
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  ( ) )xx)(x(xxy oooo −−=−= 23 31    

  32231 oo xx)x(y +−=  
  گیریم که؛ ي این در نتیجه می یکی از خطوط (+) است و با مقایسهخط فوق 

  32 231 oo x)c(f,xc =−=  

  2
3

2
12 )c()c(f −

=⇒  

  2
3

3
12 )y(yxy

′−
  معادله کلرو  ⇒=′+

  ) صحیح است. 3گزینه ( -40

pبا فرض 
dx
dyy 24pxxpyمعادله به شکل  ′==   گیریم  آید از هر طرف دیفرانسیل می در می =−+

  pdpxdxpxxdppdxdxy 423 24 ++−−=′  

  o=+−⇒ )xdppdx)(px( 212 3  

  3
3

2
112
x

ppx =→=− o جواب غیر عادي  

  o=+⇒−= 144
1 2

2 yx
x

y   

  ) صحیح است. 4گزینه ( -41

  ( )



=−−=
=−−=
oo
o

pxp,y,xFp
ppxy)pyx(F

22
2 22

11  

xpي دوم داریم  از معادله   دهیم؛ و در معادله اول قرار می =−

  o=−−−− 22 2 )x(x)x(y  

  o=− 22 xy  
xyکه از آن  m= آید براي بررسی که این دو جواب معادلات پوشش هستند یا مکان نقاط استثنایی هستند دستگاه  به دست می

  کنیم.  زیر را حل می

  o=−−= 22 2 ppxy)p,y,x(F  

  oo =→=−=
∂
∂ pp
x
F 2  

  oo =→==
∂
∂ yy

y
F 2  
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xyدهد که  کند نشان می صدق می o=xو  o=yو  o=pچون در معادله دسته منحنی  m= هاي استثنایی بود، مکان 

  پس معادله پوشش ندارد. 
  ) صحیح است. 2گزینه ( -42

  
( )

2
222 1

1
1

2 −

+
=

+
′ y

x
y

x
xy m  

  
( )22

3
2

2

1
1

1
2

+
=

+
+′

x
y

x
xyy  

3yxبا فرض    (برنولی) =

  23 yyu ′=′  

  
( )222 1

3
1

6
+

=
+

+′
x

u
x

xu  

  
( )32

3

1
3
+

++
=⇒

x
cxxu  

  ( ) cxxxyyu ++=+ → = 31 33233  
  ) صحیح است.1گزینه ( -43

uxyفرض کنید  yxuyباشد در این صورت  ′=   دهیم.  و در معادله قرار می ′=′+

  ( )Lnuuuxu +=+′ 1  

  xcLnu
x
dx

uLnu
duuLnuxu 1=⇒=→=′  

  o=→=→=
′

=′

=
111

1
1 1 ccLnxc

x
yLn

y

x  

  که از آن داریم:

  xy
x
yLn =′⇒=
′

o  

  2

2

2 cxy   یا =+

2و  x=1شود در  که نتیجه می
1

=y  و داریمo=2c  2پس
2xy =  

  ) صحیح است. 4گزینه ( -44

  )cx(cy +=42  
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  242 yyccyy
′

=→=′  

  222 2224 yyyxyyyxyyy ′+′=





 ′

+
′

=⇒  

  ) صحیح است. 2گزینه ( -45

  x
x

e
ykaccey ==  

  x
x

x e
e
yycey =′⇒=′  

yyکه معادله  yآید اگر  به دست می ′= را با  ′
y
1

  عوض کنیم داریم: −

  dxydy
y

y −=⇒−=′ 1  

  cxy +−=⇒ 2

2
1  

  cyx =+⇒ 22  
  

  ) صحیح است.1گزینه ( -46

uمعادله همگن است و از تغییر متغیر 
x
y

  کنیم: استفاده می =

  o=−−′+ 2222 23 uxux)uxu(x  

  o=−−′+⇒ 223 uuuxu  

  uu
dx
dux 22 2 +=  

  ∫ ∫ =
+

⇒=
+

⇒ 2

112
1 cx

u
u

x
dx

)u(u
dx  

  ( )yxcxy
x
yu +=→= 2  

  ) صحیح است. 3گزینه ( -47

  ∫ += )y(Qmdxu  
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  ∫ ϕ+−=ϕ+−= )y(xtanyx)y(dx)xdecxy( 222  

  222 2 y)y(yx)y(x
y
u

=ϕ⇒−=ϕ′+=
∂
∂ 

 cyxtanyx)y,x(u =+−= 22 

  ) صحیح است.3گزینه ( -48

  
yxy

)x(x
m

nxmy)y(h 4
2

62
−=

−
−−

=
−

−
=  

  ∫ −=−==µ 44 y)Lnyexp()dy)y(hexp(  

  ) صحیح است. 2گزینه ( -49

  { o43421 =++ dy)yxx(dxy
nm

433  

  
x
y

yx
yx

yx
)yx(

mxmy
nxmy)z(g yx 4

3
12
9

12
911

33

42

33

42

−==
+−

=
−
−

=  

  )
y
xz(xy

x

y

z
ee

zLnzd)z(g
======µ⇒

−−∫ 4
3

4
3

4
3

4
3

4
3

4
3 1  

  ) صحیح است.2گزینه ( -50

  xdyydxydyxdx −=+  

22دو طرف را بر  yx   کنیم.  تقسیم می +

  )
x
y(tand

yx
)yx(d. 1

22

22

2
1 −=

+
+

⇒  

  1
122 C)

x
y(tanyxLn +=+ → −  

  θ+θ =⇒⇒+θ= cerrecLnr c1
1  

  ) صحیح است. 1گزینه ( -51

  
yA

B,yeayex
ydy

dx dy
yy 111 1

====⇒=−
∫  

  ∫ ∫ +=+=+= cyye)cdye(y)cBRdy(Ak yy  

گیري انتگرال  
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  ) صحیح است.4گزینه ( -52

22yqypyتی رمعادله ریکا شود ابتدا معادله برنولی  به صورت زیر حل می yبا جواب خصوصی  ′=++
2

12 zrz)ryq(Z zyyکنیم و جواب عمومی به شکل  را حل می ′−+= +=   است: 1

  23321 zxz)xx
x

(z =+−′  

  )zu(xz)x
x

(zz 13142 21 −−− =→=+−′  

  3421 xu)x
x

(u −=++′  

که جواب عمومی آن 
x

e/cu
x

2
21

5
5
2

−
+−

zxyبنابراین  = +=   

  xxyec)xy(
ec

xxy
x

x
2

12

2 5

5
5
2

2
5
2 =+−−⇒

−
+=⇒

−

−
  

  xye)yx(c
x

−=+⇒
5

5
2
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  معادلات دیفرانسیل مرتبه دومفصل دوم: 
  

  فرم کلی این معادلات به صورت زیر است :

  

  توان نوشت. میمخالف صفر است با تقسیم طرفین معادله بر  که در ان ضریب 

  
  می شود نقطه تکین معادله نامیده میشود. که به ازاي ان     xمقادیري ازنکته:

نمایش می دهیم و در غیـر ایـن صـورت      باشد معادله همگن و جواب ان را جواب عمومی معادله نامیده وبا   اگر    

نمایش می دهیم جواب کلـی معادلـه      باشد معادله غیر همگن وجواب معادله را جواب خصوصی نامیده وبا    اگر  

  فوق مجموع این دو جواب می باشد .
 

نیـز    باشد انگـاه          یک جواب معادله دیفرانسیل خطی همگن    اگر  : 1قضیه 

  یک جواب معادله خواهد بود .
2اگر :  2قضیه   1y , y  1نگاهآباشند  2جواب معادله دیفرانسیل خطی همگن مرتبه 2y , y . جوابی از معادله دیفرانسیل می باشد  

  خواهد بود. 2نیز جوابی براي معادله دیفرانسیل مرتبه  و ترکیب خطی ازدر حالت کل هر  نکته :

 

جـواب عمـومی معادلـه همگـن مرتبـه دوم باشـد انگـاه         جواب خصوصـی معادلـه غیـر همگـن مرتبـه دوم و       اگر  قضیه :

  جواب معادله غیر همگن خواهد بود. 

دو جواب مستقل براي معادله   و   را به گونه اي تعیین کنید که     و :   1مثال 
  باشد.    دیفرانسیل

  و               )1

  و                  )2

  و              )3

  و                    )4
   

( ) ( ) ( ) ( )xgyxa
dx
dyxa

dx
ydxa =++ 012

2

2

( )xa2( )xa 2

( ) ( ) ( )xryxqyxpy =++ '"

( ) 02 ≠xa

( ) 0=xrgy

( ) 0≠xrpy

pg yyy +=

1y( ) ( ) 0'" =++ yxqyxpy1cyy =

1y2y

2211 ycycy +=

pygy

pg yyy +=

( )xl( )xq3/1
1 xy =3/1

2
−= xy

( ) ( ) 0'" =++ yxqyxly

( ) 1−−= xxl( ) 29/2 −= xxq

( ) 1−= xxl( ) 19/1 −−= xxq

( ) 13 −= xxl( ) 29/4 −= xxq

( ) xxl =( ) 29/1 −−= xxq
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  )2حل :گزینه (

  

  جوابهاي خصوصی معادلات دیفرانسیل باشند میتوان نوشت: .            و   (اصل بر هم نهی جوابها ) : اگر قضیه :

           

  )  نتیجه زیر حاصل میشود :  ΙΙ(   ) و  Ιاز( 

  

  خطی جوابهااستقلال 
تابع را بر این بازه مستقل خطـی مـی    تعریف شده باشند این  بر بازه   و  و تابع  فرض کنید 

  گوییم . اگر هیچ کدام از آنها را نتوان به صورت ترکیب تابعی از سایر توابع نوشت.
ونیسـکین) مخـالف   (ر  جواب در این فاصله ان است که    همچنین شرط لازم و کافی براي مستقل بودن 

  صفر باشد .

     . 

مربوط به معادله خطی مرتبه دوم همگن در یک فاصله ان است کـه     و    شرط استقلال خطی دو جواب   نکته :

  رونیسکین انها در این فاصله مخالف صفر باشد .

    
  بر مجموعه اعداد حقیقی مستقل خطی هستند ؟  یا توابعآ:  2مثال 

  حل :  

         

 4مخالف صفر باشند در این صورت معادله فوق یک معادلـه از درجـه حـداکثر     اگر حداقل یکی از پارامتر هاي  
نمی تواند بر قـرار باشـد   x  ریشه خواهد داشت یعنی تساوي فوق به ازاي هر    3خواهد بود که در مجموعه اعداد حقیقی حد اکثر 

  ل خطی هستند .بنابر این این  پنج تابع مستق  مگر اینکه  

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
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=
⇒
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1
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1
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xyxyxy

xyxyxy
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )xryxqyxpyxpy
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22
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xrxryxqyxpyxpyxpyy 2121 +=+′+′′⇒+=
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n( )nyyyw ,,, 21 K
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=
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  مجموعه اعداد حقیقی بررسی کنید . توابع و: استقلال خطی  3مثال 

  حل:

  

  بنابر این توابع مذکور مستقل خطی می باشد.
  .مستقل خطی هستند  Iبربازه       و   دو تابع   نکته :

        یعنی ثابت  ها یک عدد ثابت نباشدآناگر نسبت  

  دو تابع وابسته خطی میباشد  آنگاه اگر ثابت    

  مستقل خطی هستند . با توجه به نکته قبل دو تابع  نکته :

  نیز مستقل خطی هستند.بنابراین  دو تابع 
  معادلات همگن مرتبه دوم با ضرایب ثابت عبارتست از :

0=+′+′′ byyay  
یک ثابت است ) را در نظر می گیریم . با جایگذاري در معادله فوق بـه معادلـه    λ(    براي معادله فوق جوابی به صورت  

  مشخصه (مفسر ) می رسیم .

  
  چون معادله مشخصه درجه دوم با ضرایب حقیقی می باشد پس سه حالت ایجاد می شود .:

  اب عمومی عبارتست از است و جو   λ 2و  λ 1)  معادله مشخصه داراي هر ریشه حقیقی متمایز   Δ 0 <حالت اول : (
1 2x e x

1 2y c e cλ λ= +  
  است وجواب عمومی عبارتست از :     )  معادله مشخصه داراي ریشه تکراري ( مضاعف )Δ   0 =حالت دوم : (

  
  است و جواب عمومی عبارتست از :  ) معادله مشخصه داراي دو ریشه مختلط متمایز   Δ 0 >حالت سوم : (    

     
   

( ) 06
169
43,, 8

43

43

43

43 ≠== x

xxx

xxx

xxx

xxx e
eee
eee

eee
eeew

( )xy1( )xy2

( )
( ) ≠
xy
xy

2

1

( )
( ) =
xy
xy

2

1

xexe xx ββ αα cos,sin

xx ββ cos,sin

xey λ=

02 =++ baλλ

λλλ == 21

( ) xexccy λ
21 +=

ii βαβα +− ,

( )xcxcey x ββα sincos 21 +=
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  .آوریدرا بدست  : جواب عمومی 4مثال 

  حل :  

  

  

  همگن با ضرایب ثابت  nمعادلات خطی مرتبه  

( ) ( )n n 1 1
n n 1 1 0a y a y ... a y a y 0−

−+ + + + =  

  به صورت زیر خواهیم داشت: Dبا تعریف پارامتر 
2

2
1 2

dy d y d dyD , D y
dx d x dx dx

 = = = 
 

 

n n 1
n n 1 1 0(a D a D ... a D a ) y 0−

−+ + + + =  

  اگر حاصل فوق را به حاصل ضرب عامل هاي زیر تجزیه کنیم خواهیم داشت  
 

  باشد.      الف ) اگر     

  

  باشد. ب) اگر 

  

  عبارتست از :    تکرار شود جواب مربوط به   به اندازه   اگر  نکته :

( )gy x =  

  را بدست اورید . : جواب عمومی معادله دیفرانسیل  5مثال 

  حل :  

( ) ( )
( )( )( )

3 2 2

2x x x
1 2 3

2 2 0 2 2 0

2 1 1 0 2,1, 1

y c e c e c e−

λ − λ − λ + = ⇒ λ λ − − λ − =

⇒ λ − λ − λ + = ⇒ λ = −

= + +

  

  را میتوان به صورت زیر نوشت    میباشند ترکیب خطی    ریشه هاي معادله  5در مثال 
x x

2 3c e c e sinh x cosh x−+ = α + β  
  باشند .  باشند و هم به صورت   در گزینه ها مجموع جوابها هم میتواند به صورت 

   

034 =+′−′′ yyy

xx ececy 3
21
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2 3,1034
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( ) x
n

xx
g

necececxy λλλ +++= K21
21

nλλλλ ≠≠≠≠ K321

( ) x
n

xxx
g

nececececxy λλλλ +++= K321
321

λrλ

xr
n

xxx excexcxecec λλλλ 12
321

−+++ K

022 =+′−′′−′′′ yyyy

r±xx ecec −+ 32

{ }xx ee λλ −,{ }xx λλ cosh,sinh
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  عبارتست از :  : جواب عمومی معادله دیفرانسیل  6مثال 

1(  2(   

3(   4(   
  )3حل: گزینه (

   

  .   تکراري از مرتبه ج)معادله مشخصه داراي ریشه تکراري مختلط باشد 

  
  نکته : اگر معادله مشخصه داراي دو ریشه مختلط و بقیه ریشه ها حقیقی باشند می توان نوشت : 

  

  کدام یک از گزینه هاي زیر میباشد ؟  : جواب عمومی معادله دیفرانسیل  7مثال 

1(      

2(   

3(       

4(   
  )1حل:گزینه (

  

  را حل کنید.   : معادله دیفرانسیل 8مثال 

  

  

   

( ) 0333 =−′+′′− yyyy
xxx ecxececy 2

321 ++= −−xxx ecxececy −++= 3
2

21

xxx excxececy 2
321 ++= −xxx xecececy −− ++= 321

( )
xxx excxececy 2

321

3

23

1,1,101

0133

++=⇒

=⇒=−

=−+−

λλ

λλλ

( )ii βαλβαλ +=−= 21 ,r

( ) ( )[ ]xxdxddxxcxccey r
r

r
r

x
g ββα sincos 1

21
1

21
−− +++++++= KK

( ) x
n

xxx
g

necececxcxcey λλλα ββ +++++= K21
431 sincos

022 =+′−′′ yyy

( )xcxce x cossin 21 +

( )xcxce x 2cos2sin 21 +

( )xcxce x cossin 21 +−

( )xcxce x 2cos2sin 21
2 +

( )xcscey

i

i

x cossin

1
1

1

2
22

2
42022

21

2,1

2,1
2

+=




=
=

⇒±=

±
=

−±
=⇒=+−

β
α

λ

λλλ

( ) 024 =+′′+ yyy

( )

xxcxxcxcxcy

ii

cossincossin
1
0

,01012

4321

2224

+++=⇒




=
=

⇒

±±=⇒=+⇒=++

β
α

λλλλ
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  عبارتست از : : جواب عمومی معادله دیفرانسیل9مثال 

1(  

2(   

3(   

4(   
  )3حل: گزینه (

  قرار دهیم . براي یافتن معادله مشخصه : کافیست به جاي این معادله به صورت فرم عملگري داده شده است 

k
k

k

dD
dx

dD
dx

=

=

 

 

  به صفر میل کند .را به طوري بیابید که جواب معادله زیر وقتی   : مقدار 10مثال 

  

  حل:

  

  جواب عمومی به شکل زیر محا سبه میشود  :

  

  براي اینکه خواسته براورده شود باید  

  
  را بیابید . : معادله دیفرانسیل مربوط به جواب عمومی 11مثال 

  حل :  

  پایه جواب هستند . از پایه جواب واضح است که حتما ضرایب معادله دیفرانسیل ثابت است . 
  =  ریشه هاي معادله مشخصه   1و 1 

( ) ( ) 0522 22 =+++ yDDD

( )xcxceececy xxx 2cos2sin 43
2

2
2

1 +++= −−

( )xcxcexececy xxx 2cos2sin 43
2

2
2

1 +++=

( )xcxcexececy xxx 2cos2sin 43
2

2
2

1 +++= −−−

( )xcxcexececy xxx 2cos2sin 43
2

2
2

1 +++= −

D,λ

( ) ( )

xecxecececy

i
xxxx 2cos2sin

21
2,2

0522

43
2

2
2

1

22

−−−− +++=




±−=
−−=

⇒=+++
λ
λ

λλλ

α+∞→t

( ) ( )





=′=

=−−

20,0

022

2

yy

y
dt
dy

dt
yd

α

2,1
0202 2

−=
=−−⇒=−′−′′

λ
λλyyy

( )
( )




+−=′=
+==

+= −

21

21

2
21

202
0

ccy
ccy

ececy tt

α

02 =c

232 2 −=⇒=+ αα c
xx BxeAey +=

{ }xx xee ,
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  کدام یک از گزینه هاي زیر است ؟       : معادله دیفرانسیل حاکم بر پایه جواب  12مثال  

1(      
2 (  
3(      
4(  

  )1حل : گزینه ( 

  

  معادله دیفرانسیل به صورت زیر نوشته می شود :

  
پـس از گذشـت زمـان     را به طوري بیابید که هر جواب دلخواه از معادله  : پارامتر  13مثال 

  به صفر میل کند )   طولانی میرا باشد(در 

  حل :  

  

  نتیجه اینکه :
  :معادله مشخصه
  حالات مختلف:

  حالت اول
  
  

  حالت دوم

   

  حالت سوم

  

( )
02012

01201
2

22

=+′−′′⇒=+−⇒

=+−⇒=−⇒

yyyDD
λλλ

{ }xexe xx sin,cos−

022 =+′+′′ yyy

02 =+′−′′ yyy

022 =−′+′′ yyy

02 =−′−′′ yyy

( )
022112

111

11,1

22

2

=++⇒−=++

−=+⇒±=+

±−=⇒=−=

λλλλ

λλ

λβα

i

i

022 =+′+′′ yyy

ba,0=+′+′′ byyay

∞+

0,
0

21

2211

→
→+=

yy
ycycy







<⇒→

<⇒→
⇒=

00

00

2

1
21

2

1

rte
re

rr
tr

tr







<⇒→

<⇒→
⇒≠+=

00cos
00

0,
αβ

αβ
ββα

α

α

te
tsune

ir
t

t







<⇒→=

<⇒→=
⇒≠

00

00
2

1

2

1
21 rey

rey
rr

tr

tr

21

2

,
0

λλλ
λλ

=
=++ ba
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به صفر میل کند ان است که قسمت حقیقی همه ریشه ها منفی باشـد .     شرط لازم و کافی براي انکه همه جوابها در نکته :

  لازم به ذکر است که این شرط براي معادلات مشخصه با هر درجه اي صادق است .
  داریم : 13در مثال 

  شرط لازم وکافی

   

  استفاده از یک جواب معلوم براي تعیین جواب عمومی 
جـواب  باشـد    جوابی معلوم ار معادله دیفرانسیل مرتبه دوم همگـن      اگر فرض کنیم    

  می آوریم. دستبه صورت زیر به  را از معادله دیفرانسیل مذکورومستقل خطی با  

 

  جوابی از معادله دیفرانسیلاگر )14مثال

  
  باشد.جواب عمومی آن برابراست با:

1(( )xcxcxyg sincos 21
2/1 +=    

2( ( )xcxcxyg sincos 21
1 += −  

3( ( )xcxcxyg sincos 21
2/1 += −    

4( ( )xcxcxyg 2sin2cos 21
1 += −  

  )3حل: گزینه (
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )
( )
( ) ( )xcxcxxy

xxxy
xxV

dxexxxV

xyxVxy

g

x
dx

sincos
sin

tan

cos

21
2/1

2/1
2

22/1

12

+=

=

=

∫=

=

−

−

−−−∫
  

   

∞+

0,
00

0

21

21 >⇒




>⇒>
<−=+

ba
brr

arr

( )xy1( ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy

( )xy2( )xy1

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
dxexyxV

xyxVxy
dxxp∫=

=
−−∫ 2

1

12

( ) xxxy cos2/1
1

−=

( ) 04/122 =−+′+′′ yxyxyx
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)) با توجه به اینکه مجموع ضرایب معادله دیفرانسیل15 مثال ) 03322 =+′+−′′ yyxyx   برابر صفر می باشد . یـک

  است . جواب دیگر این معادله دیفرانسیل از حل کدامیک از گزینه ها به دست می آید؟ xeجواب این معادله

1(( ) ( ) ( ) 0322 2

2

=−− −− ye
dx
dxye

dx
dx xx  

2( ( ) ( ) ( ) 0322 2

2

=+− −− ye
dx
dxye

dx
dx xx  

3( ( ) ( ) ( ) 0322 2

2

=++ −− ye
dx
dxye

dx
dx xx  

4( ( ) ( ) ( ) 0322 2

2

=−+ −− ye
dx
dxye

dx
dx xx  

  )4حل:گزینه(

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( )( ) 0322

0322
03242

033222

2

22

2

212

=
′

−+
″

=′−+′′
⇒=′+−′+′′

=++′+−+′+′′

+′+′′=″
⇒+′=′⇒=

−− yexyex

Vxvx
vxvxvx

VeVVexVVVxe
VVVey

VVeyxyxVxy

xx

xxx

x

x

  

ضرایب نامعین) صورت کلی یک معادله خطی غیرهمگن مرتبـه دوم بـا   معادلات خطی غیر همگن مرتبه دوم با ضرایب ثابت (روش 
  ضرایب ثابت به صورت زیر می باشد.

( )xrbyyay =+′+′′  
  جواب عمومی مجموع جواب عمومی قسمت همگن وجواب خصوصی میباشد .

pg yyy +=  

  روش ضرایب نامعین 
یب کلی جواب خصوصی و به این روش براي به دست آوردن جواب خصوصی معادلات خطی به کار رفته ومبتنی بر تعیین فرم وترک

)دست آوردن ضرایب ثابت این ترکیب  با جایگذاري آن در معادله دیفرانسیل می باشد . این روش را در حالت هاي خاصی کـه  )xr 
  به صورت هاي زیر می باشد به کار می بریم .

) الف) )xr .یک تابع چند جمله اي به صورت زیر میباشد  

( ) m
mxcxccxr +++= K10  

  صورت زیر است:در این صورت جواب خصوصی یک تابع به 
  اگر صفر ریشه معادله مشخصه نباشد.

( ) m
mp xAxAAxy +++= K10  
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  اگر صفر ریشه معادله مشخصه باشد(مرتبه تکرار می باشد.)

 ( ) ( )m
mp xAxAAxxy +++= K10

2  

)براي معادلات خطی غیر همگن مرتبه دوم به صورت نکته : ) ( ) ( )xriyxgyxpy )کـه  ′′+′+= ) ( ) kixyxy iph
≤<1,, 

  جواب عمومی و خصوصی معادله فوق بوده آنگاه جواب خصوصی وعمومی (کلی) معادله فوق عبارتست از :

k

pppp

yyyy

yyyy
k

+++=

+++=

K

K

21

21  

  )جواب معادله دیفرانسیل برابر است با :16 مثال

1(( ) xxcxcey x 5/1sincos 21
2 ++= −  

2( ( ) 25/85/2sincos 21
2 −++= − xxcxcey x  

3( ( ) 5/85/22sin2cos 21 −++= − xxcxcey x  
  کدام ) هیچ4

  )2حل: گزینه (

( ) ( )

5/8,5/22554

0,

sincos

2,054

21
2

21
2

−==⇒=++

=″=′⇒+=

+=

⇒±−=⇒=++
−

BAxBAxA
yAyBAxy

xcxcexy
i

ppp

x
g

λλλλ

  

)ب) )xr یک تابع نمایی به صورت زیر می باشد  

( ) xcexr α=  
  ریشه معادله مشخصه نباشد : αاگر

( ) x
p Aexy α=  

  مرتبه تکرار می باشد .)rریشه معادله مشخصه باشد: ( αاگر

( ) x
p eAxxy α2=  

369      ) جواب معادله روبه رو عبارتست از :17مثال 
x

eyyy
−

=+′+′′  

1( x x x23 3 3
1 2c e c xe 118x e− − −

+ −  

2( 323
2

3
1 9/1

xxx
exxecec

−−−
−+  

3( 323
2

3
1 18/1

xxx
exxecec

−−−
++    

4( 323
2

3
1 9/1

xxx
exxecec

−−−
++  

  )3حل : گزینه (
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( ) 18/1

3/1,0169

32

3
2

3
1

21
2

=⇒=

+=

−=⇒=++

−

−−

AeAxxy

xececy
x

p

xx

g

λλλλ

  

  

))جواب خصوصی معادله18مثال  )( ) 22 232 xeyDD x +=−+   کدام است؟  −

1( xx xecec 2
2

2
1

−− +      

2(54
2

3
2

2
2

1 cxcxcxecec xx ++++ −−  

3( 32
2

1 cxcxc ++      

4( 43
2

2
2

1 cxcxcec x +++−  
  )2نه (یحل : گز

( )( ) ( )
( ) 54

3
3

2
2

2
1

32
21 3,2032

cxcxcxececxy

BeAexyyDD
xx

p

xx
g

++++=

+=⇒=−=⇒=−+
−−

−λλ
  

)) جواب کلی معادله دیفرانسیل19مثال  ) xeyDD 42 34   برابر است با : −+=

1(xxx eececy 43
21 3/1++= −    

2( xxx eececy 43
21 3/1++=  

3( xxx eececy 43
21 3/1−+=      

4( xxx eececy 43
21 3/1−+= −  

  )2حل: گزینه (

( )

( )
3/1

16,4

3,1034

444

3
21

21
2

=

⇒==′⇒=

+=

⇒==⇒=+−

A
AeyAeyAexy

ececxy
xn

p
x

p
x

p

xx
g

λλλλ

  

) ج) )xrصورت زیر می باشد : یک تابع مثلثاتی به  

( ) xcxcxr ββ cossin 21 +=  
  ریشه معادله مشخصه نباشد . iβاگر

( ) xBxAxyp ββ cossin +=  

  مرتبه تکرار می باشد . )rریشه معادله مشخصه باشد( iβاگر

( ) ( )xBxAxxyp ββ cossin2 +=  
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  ) معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید .  20مثال 

xeyyy x 2sin1652 +=+′+′′  
  حل :  

( )xBxAey
ii

x
g 2sin2cos

21,21052 21
2

+=

−−=±−=⇒=++
−

λλλλ
  

( ) ( )
xe

xMKMxKMKce
xMxKcey

xMxKcey

xMxKcey

x

x

x

x
p

x
p

2sin16
2sin5442cos5448

2sin42cos4

2cos22sin2

2sin2cos

++

+−−+++−+

−−=

+−=′

++=

  

17/1,17/4,2
14,04,168

=−==
⇒=+−=+=

MKc
mKMKc

  

( ) xxexBxAey xx 2sin17/12cos17/422sin2cos +−++= −  
) د) )xrحاصلضرب چند جمله اي درجهm  در تابع نمایی به صورت زیر می باشد  

( ) ( ) xexfxr α=  
  ریشه معادله مشخصه نباشد αاگر

( ) ( ) xm
mp exAxAAxy α+++= K10  

  مرتبه تکرار می باشد . )rریشه معادله مشخصه باشد( αاگر

( ) ( ) xm
mp exAxAAxxy α+++= K10

2  

  ) جواب خصوصی معادله دیفرا نسیل زیر را بیا بید .  21مثال 

xxeyyy 244 −=+′+′′  
  حل :

( ) x
p exAAxy 2

10
2

2 2,2044
−+=

−−=⇒=++ λλλ
  

  ) جواب خصوصی معادله زیر کدام است ؟22مثال 

( ) xexyy 222 −=′−′′  
1(( )xxe x 4/14/52 −      
2( ( )xxe x 2/14/52 −−  
3( ( )xxe x 2/14/52 +−      
4( ( )xxe x 4/14/52 +−.  
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  )4حل: گزینه (

( )

( )




−=
=⇒=

⇒−=++

+=

⇒==⇒=−

4/5
4/114

224

2,002

0

11
011

2
10

21
2

A
AA

xAAxA

exAAxy x
p

λλλλ

  

)معادله دیفرانسیل) جواب خصوصی 23مثال  ) xexyy   عبارتست از :  4−′′=+

1(( ) xecxbaxx 2++    2( ( ) xcxebaxx ++  
3( ( ) xcxebaxx ++2    4( ( ) xcxebaxx ++2  

  )3حل : گزینه (

( )
( ) ( )

1

1,0010

0

02

2224

=

++=

±=⇒=−⇒=−

x

xx
p

e

cxeebaxxxy
λλλλλ

  

)) جواب خصوصی معادله دیفرانسیل24مثال  ) xexyDD 422 168   عبارتست از :  −+=

1( xx BxeeAxy 222 +=  
2( xxx ceBxeeAxy 2222 ++=  
3(xxx ecxeBxeAxy 222324 ++=  
4( xxx cxeeBxeAxy 22324 ++=  

  )3حل : گزینه (

( )
( ) ( ) x

p

xx

ecBxAxxxy
xececxy

422

2
2

2
121

2 40168

++=

+=⇒==⇒=+− λλλλ
  

  
) ه) )xr   : تابعی به صورت زیر می باشد  

( ) ( ) ( ) xxfxxfxr ββ cossin 21 +=  
( ) ( )xfxf 21 }هستند . و  ,nmچندجمله هایی از درجه, }nms ,max=  

  ریشه معادله مشخصه نباشد iβاگر

( ) ( ) ( ) xxBxBBxxAxAAxy s
s

s
sp ββ cossin 1010 +++++++= KK  

  مرتبه تکرار می باشد . )rریشه معادله مشخصه باشد( iβاگر

( ) ( ) ( ) xxBxBBxxxAxAAxxy s
s

rs
s

r
p ββ cossin 1010 +++++++= KK  
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xxyy) یک جواب خصوصی معادله25مثال  cos=+′′ است ؟ به کدام صورت زیر  

1(( ) ( ) xDxcxxBxAx cossin 22 +++  2( ( ) ( ) xDxcxxBxAx cossin +++  
3( ( ) ( ) xDxcxxBxAx cossin2 +++  4( ( ) ( ) xDxcxxBxAx cossin 2 +++  

  )1حل : گزینه (

 
( )

( ) ( ) ( ) xDcxxxBAxxxy
xcxcxyi

p

p

sincos

sincos,01 2121
2

+++=

+=⇒±=⇒=+ λλλ
  

) و) )xr :تابعی به صورت زیر می باشد  

( ) ( )xcxcexr x ββα sincos 21 +=  
iβαاگر    ریشه معادله مشخصه نباشد +

( ) ( )xBxAexy x
p ββα sincos +=  

iβαاگر   مرتبه تکرار می باشد . )rریشه معادله مشخصه باشد( +

 ( ) ( )xBxAexxy xr
p ββα sincos +=  

  ) جواب خصوصی معادله دیفرانسیل زیر کدام گزینه است ؟26مثال 

xeyyy x 2cos136 3−=+′+′′  

1(( ) ( )xBxAexxy x
p 2sin2cos32 += −  

2( ( ) ( )xBxAexy x
p 2sin2cos3 += −  

3( ( ) ( )xBxAxexy x
p 2sin2cos3 += −  

4( ( ) ( ) ( )xBxAeBAxxy x
p 2sin2cos3 ++= −  

  )3حل : گزینه (

( ) ( )xBxAxexy
i

x
p 2sin2cos

230136
3

2

+=

±−=⇒=++
−

λλλ
  

)) فرم جواب خصوصی27مثال  ) xxyD 2cos4 22   رابه دست آورید. +=

  حل:
( )

( ) xcxcxy
iiD

g 2sin2cos
2,204

21

21
2

+=
⇒=−=⇒=+ λλ  

xxچون جمله cos2 در( )xr وجود داردx2cos نیز در( )xyg  می باشد بنابراین : 1با درجه  

( ) xxAxxAxxAxxAxxAxxAxyp 2sin2cos2sin2cos2sin2cos 65
2

4
2

3
3

2
3

1 +++++=  
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xBxAچون نکته : 2sin2cos )در + )xyg موجود می باشد بنابراین آن رادرجمله هايpy . نمی نویسیم  

  ) جواب خصوصی معادله ناهمگن زیر کدام است ؟28مثال 

( )( ) xxxexxyDDDD x sinhsin2122 22222 +++=++−  

xxحل : می دانیم که :             exexxx −−=
22

sinh  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) xx

xx
p

eDDxxeDxDx

xcxcxcxBxBxBexeAxAxAxxy
i

−+++

+++++++++=

−−±=

2
01

0

01
2

201
2

2
10

01
2

2
2 cossin

1,1,0,0,1λ

   

xyyy) جواب خصوصی معادله دیفرانسیل29مثال  =′+′′−′′′   کدامیک از گزینه هاي زیر می باشد ؟ 33

1(xx 3/16/1 2 −−    2( xx 6/13/1 2 +  
3( xx 6131 2 // −    4( xx 3/16/1 2 +  

  )4گزینه (حل: 

( ) ( )
( )

( ) xxxy

b
a

xbaxayaybaxy

bxaxxy

baxxxy

i

p

n
p

p

p

3/16/1

3/1
6/1

3660,2,2

2
33,0033

2

2

23

+=




=
=

⇒=++−⇒=′′′=+=′

+=

+′=

±
=⇒=+− λλλλ

  

) ز) )xr    به صورت مجموع چند تابع از حالت هاي بررسی شده قبلی باشد در این حالت از اصل بر هم نهی جواب ها اسـتفاده مـی

  شود.
xxexxyy) معادله30مثال 22 2sin   راحل کنید. ′′′+′=++

  حل:

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) xBxAxy

AxAxAxxy

xyxyxyxy
xcxccxy

ii

p

p

pppp

g

2sin2cos

sincos
,,00

2

32
2

11

321

321

321
3

+=

++=

++=

++=
⇒=−==⇒=+ λλλλλ

  

( ) ( ) x
p eBxBxy 2

213 +=  
  با جایگذاري هریک از جواب ها در معادله ضرایب نامعین جواب نهایی تعیین می شود .  

  جداگانه ویا به صورت ترکیب خطی سه جواب در معادله ضریب نامعین به کار برده شوند .) (جواب ها می توانند
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  در جواب خصوصی معادله زیر کدام است ؟ xe) ضریب31مثال 

( ) xeyDDD x 322 23 +=−−+  

1(
2
1    2( 

3
1  

3( 
4
1    4( 

6
1  

  )4حل :گزینه (

( )( ) ⇒−=−==⇒=+− 2,1,1021 321
2 λλλyDD  

  

( )

xxx
p

xxx
p

xxx
p

p

xx
p

xxx
g

BxeBeAey

BxeBeAey

BxeBeAey

Dcxy
BxeAey

ecececxy

++=′′′

++=′′

++=′

+=

+=

++= −−

3

2

1

1

1

2

1

2
321

  

)A (.هر مقدار دلخواهی می تواند باشد  

  معکوس )معادلات خطی با ضرایب ثابت  ( روش اپراتورهاي 

)براي حالت هاي خاصی از )xr در معادله دیفرانسیل( ) ( )xr
DF

y 1
می توان روش هاي کوتاه ارائه داد که در زیر بـه صـورت    =

  خلاصه  آورده شده اند.
) الف) )xr . یک تابع چند جمله اي به صورت زیر باشد  

( ) m
mxcxccxr +++= L10  

  در این صورت جواب خصوصی یک تابع به صورت زیر است :

01( ضرایب ,, aaL از تقسیم مستقیم( )DF
  به دست می آید .) 1

( ) ( ) ( ) mm
mp xDaDaaxr

DF
y +++== L10

1  

)) معادله دیفرنسیل32مثال  ) 32122 22 −+=++ xxyDD . راحل کنید  

  حل :  

i2/12/10122 2,1
2 ±−=⇒=++ λλλ  
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( )

( )32
122

1

2/1sin2/1cos

2
2

21
2

−+
++

=

+=
−

xx
DD

y

xcxcey
x

g
  

  با ضرب  طرفین و متحد قرار دادن ضرایب طرفین می توان نوشت :

( )( ) ( ) ( ) ( )
32

32222223232221

2
2

1
122

1

2

2222
3

2

1

2
3212

−−=

−−=++−−+=−++−=

=
−=

=

++=
++

xxy

xxxxxxxDDy
A
A
A

DADAA
DD

p

p

  

) ب) )xr :  یک تابع نمایی به صورت زیر باشد  

( )

( ) ( )
( ) 0

11

≠

==

=

α
α

αα

α

F

e
F

e
DF

y

cexr

xx
p

x

  

)) معادله33مثال  ) ( )2323 2652 +=+−− − xeyDDD  . را حل کنید  

  حل :

3,2,10652 321
23 =−==⇒=+−− λλλλλλ  

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

3
2

6
1

252
1

4
321

14
321

1
321

1

36

036

3
3

2
21

+−−=

−+−
+

−+−
+

−+−
=

++=

−−

−−

−

xx

xxx

xxx

ee

e
DDD

e
DDD

e
DDD

y

ecececy

  

))  جواب خصوصی معادله 34مثال  ) xeyDDD 223 652   کدام است ؟ −−+=−

1( xe 2

15
1 −    2( xxe 2−  

3(xxe 2

15
1 −    4( xe 2−  

  )3حل : گزینه (
)در این حالت خاص  ) 02 =−F . است  
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( )

( )( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
x

xxx
p

xxx
g

e
D

e
D

e
DDD

e
DDD

y

ecececxy

2

222

2
3

3
21

2
1

15
1

53
1

2
1

31
1

2
1

321
1

−

−−−

−

+
×=









−−+

=
−−

×
+

+
−+−

=

++=

  

x

xxxx

xx

xey

xedxeeeu

eu
dx
due

D
u

2

2222

22

15
1

2
2

1

−

−−−

−−

=

==

⇒=+⇒
+

=

∫  

) ج) )xr: تابعی به صورت زیر باشد  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )xf
DF

exf
DF

y

exfxr

x
p

x

α
α

α

+
==

=
11  

)) معادله35مثال  ) xexyD 422 4   را حل کنید . −=

  حل :

⇒−==⇒=− 2,204 21
2 λλλ  

  

( )

( )
( )

( ) 





 +−=







 +−=









++
=









−+
=

−
=

+= −

216
13

9
1

12
1

432
13

18
1

12
1

128
1

44
1

4
1

24

224

2
2

42
2

442
2

2
2

2
1

xxexy

xDDe

x
DD

ex
D

eex
D

xy

ececxy

x
p

x

xxx
p

xx
g

  

xexyyy) جواب خصوصی معادله  36مثال  −=+′+′′   کدام است ؟   222

1(( )12 −− xe x    2( ( )22 +− xe x  
3( ( )22 −− xe x    4( ( )12 +− xe x  

  )3حل : گزینه (
( )

( )
( )

( ) 2
2

2
2

2
2

22

1
1

11
1

22
1

22

x
D

eex
D

ex
DD

y

exyDD

xxx

x

+
=

++
=

++
=

=++

−−−

−

  

21را  1فوق بر تابع کافیست  رابراي به دست آوردن اثر عملگ D+. بر تقسیم کرده و خارج قسمت را تا ادامه دهیم  
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L+−
+

2

2

1
1

D
D           1  

2

21
D
D

−
+  

M

42 DD −−  

  

( )
( )2

21
2

222

−=

−=−
− xey

xxD
x

p
  

) د ) )xr . یک تابع مثلثاتی به صورت زیر باشد  

( ) ( )
( ) ( )baxxr

baxxr
+=
+=

cos
sin

  

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0sin1sin11 2
22 ≠−↔+

−
=+= aFbax

aF
bax

DF
y p  

) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0cos1cos12 2
22 ≠−↔+

−
=+= aFbax

aF
bax

DF
y p  

)نسیل ا) معادله دیفر37مثال  ) xyDD 2cos432   راحل کنید. +−=

4,1043 21
2 −==⇒=−+ λλλλ  

( ) xx
g ececxy 4

21
−+=  

( ) ( ) ( ) x
D

x
D

x
DD

xy p 2cos
83

12cos
434

12cos
43

1
2 −

=
−+−

=
−+

=  

( ) ( ) ( )xxxDx
D

Dxy p 2cos82sin6
100

12cos83
100

12cos
649
83

2 +−−=+−=
−
+

=  

  

)) جواب خصوصی معادله 38مثال  ) xyD 2sin92   کدام است ؟ +=

1(x2cos
5
1

−    2( x2sin  

3( x2sin
5
1    4( x2cos  

  )3گزینه (حل : 

⇒=−=⇒=+ ii 3,309 21
2 λλλ  

( ) xcxcxyg 3sin3cos 21 +=  
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( )
( )

xxx
D

xy p 2sin
5
12sin

92
12sin

9
1

22 =
+−

=
+

=  

)) جواب خصوصی معادله 39مثال  ) tyDD 2cos2910 24   عبارتست ار : ++=−

1(t2cos
15
1    2( t2cos

15
1

−  

3( t2cos
5
1

−    4( t2cos
15
2  

  )4حل : گزینه (

( ) ( )
( ) ( )

( )tt
DD

ty p 2cos2
94104

12cos2
910

1
224 −

+−+−
=−

++
=  

ty p 2cos
15
2

=  

xyyy) جواب خصوصی معادله دیفرانسیل  40مثال  2sin2   کدام یک از گزینه هاي زیر است ؟′′−′+=

1(
16

2cos32sin4 xx +−    2( 
25

2cos42sin3 xx +−  

3(x2sin
25
3    4( x2cos

25
4

−  

  )2حل : گزینه (

( )
( )

( ) ( )x
D

x
D

x
DD

y p 2sin
23

12sin
212

12sin
12

1
22 −−

=
−+−

=
+−

=  

  مخرج را در مزدوج ضرب می کنیم صورت و

169
2cos42sin32sin

49
23

2 +
+−

=
−

+−
⇒

xxx
D

D  

  

xeyyyyجواب خصوصی معادله دیفرانسیل)  41مثال  x sin22   عبارتست از : ′′′+′′+′−=+

1(
4

sin
2

xex

−    2( 
2

sin
4

xex

+  

3( 
2

sin
4

xex

+−    4 (
4

sin
2

xex

+  

  )1حل : گزینه (

xex
DD

e

x
DDD

e
DDD

y

x
x

x
p

sin
4
1

2
sin

22
1

2
1

sin
22

1
2

1
2323

−=







−+−−
+=









−++
+








−++
=
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)) جواب خصوصی معادله دیفرانسیل 42مثال  ) xeyDD x 2cos42 22   عبارتست از :++=−

1([ ]xxe x

2cos22sin
4

2

+
−

  
2( xe x

2sin
4

2−

−  

3( xe x

2cos
4

2−

    
4( [ ]xxe x

2cos2sin2
4

2

+
−

  

  )2حل : گزینه (

( )

( ) ( )

xex
D

e

x
D

ex
DD

e

x
DD

exe
DD

y

xcxcey

xx

xx

xx
p

x
g

2sin
4

2cos1
2

2cos
2
12cos

42
1

2cos
4222

12cos
42

1
3sin3cos

22

2
2

2

2
22

2

21

−−

−−

−−

−

−=−=

−
=

+−
=

+−+−
=

++
=

+=

  

) ه) )xr : تابعی به صورت زیر باشد  
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )[ ]2

11
DF
DFfx

DF
xxxf

DF
y

xxfxr

p
′

−==

=
  

))  جواب خصوصی معادله دیفرانسیل 43مثال  ) xxyDD 2sin232   تعیین کنید .++=

  حل :  

( )
( ) ( )xxxxx

x
DD

Dx
DD

x

xx
DD

y p

2cos72sin24
50
12sin22cos3

19
1

2sin
23

322sin
23

1

2sin
23

1

222

2

+−+−

++

+
−

++
=

++
=
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  نکات تکمیلی 

)اگر در معادله دیفرانسیل تبصره :  ) ( )xRyD n =−α  داشته باشیم( ) xaexR α= : آنگاه خواهیم داشت  

xn
p ex

n
ay α

!
=  

)اگر  )1نتیجه  ) xm eaxxR α=   آنگاه  

( )( ) ( )
xnm

p ex
nmmm

ay α+

+++
=

L21
  

)اگر )2نتیجه  ) ( )xaexR x βα sin= آنگاه  

    
Kn

Kn

2

12

=

+=
              

( )

( )









±

±
=

xe
n

a

xea

y
x

x
n

p

β
β

β
β

α

α

sin

cos
  

)اگر )3نتیجه  ) ( )xaexR x βα cos=   آنگاه  

Kn

Kn

2

12

=

+=
  

)) جواب خصوصی معادله 44مثال  ) ( ) 412 232 ++=−− xx eeDD کدام است ؟  

1(1
24

2
23

−− xx exex    2( 1
26

2
23

++− xx exex  

3( 1
24

2
23

−+ xx exex    4( 1
26

2
23

−+ xx exex  

)در معادله دیفرانسیل نکته : ) ( ) xn aeDqD αα   جواب خصوصی به صورت زیر محاسبه می شود . −=

( ) ( )
xn

p ex
qn
axy α

α!
=  

  )4حل : گزینه (

( ) ( ) ( ) ( )
xxx

p e
DF

e
DF

e
DF

xy 02 4111
++=  

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

xxx
p exexexxy 0

32

0
2

3

2

2

3

12
4

12!2!321 −−
+

−
+

−
=  

( )

( )









±

±
=

xe
n

a

xea

y
x

x
n

p

β
β

β
β

α

α

cos

sin
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روش عمومی براي حل معادلات خطی مرتبه دوم غیر همگن (روش تغییر پارامترها) فرض مـی کنـیم کـه جـواب عمـومی معادلـه       

)همگن ) ( ) 0=+′+′′ yxqyxpy  به صورت( ) ( ) ( )xycxycxyg 2211  pyباشد براي پیدا کردن جـواب خصوصـی   =+

)مربوط به معادله ) ( ) ( )xryxqyxpy   ورت زیر عمل می کنیم .به ص ′′+′+=

( )
( )

( )
( )

y r x
V dx

W y , y

y r x
V dx

W y , y

2
1

1 2

1
2

1 2

−
=

=

∫

∫

  

  روش فوق روش کلی براي حل هر نوع معادله مرتبه دوم به کار می رود . نکته :

)) اگر 45مثال  )
x

xxy cos
1 xxyyyxجوابی همگن از معادلـه دیفرانسـیل   = cot2 باشـد . جـواب کلـی      ′′+′+=

  معادله فوق را به دست آورید .

  جواب دیگر معادله مرتبه دوم همگن داریم .حل : طبق نکته ذکر شده در همین فصل با استفاده از یک جواب براي یافتن 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

p x dx

dx
x

p

y x u x y x

u x y x e dx

cos x e dx
x

sin xu x tan x y x
x

y x V y V y

W y , y
x

2 1

2
1

2
2

2

1 1 2 2

1 2 2
1

− −

−
− ∫

=

∫=

 
 
 

= ⇒ =

= +

=

∫

∫ ∫
  

⇒




′−′=

+=

1221

2211

yyyyW
yVyVy p
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( )

( )

( )

( ) ( )

p

p

sin x sin xV x dx V x Ln sin x
cos x sin x

V x sin xdx cos x

cos x sin xy x Ln
x sin x

y x c y x c y x y x

2

1 1

2

1 1 2 2

1
1

1
1

−
= − ⇒ = +

+

= = −

−
=

+

= + +

∫

∫
  

  

xyy) جواب خصوصی معادله46مثال  sec=+′′ کدام است ؟  

1(( ) xxxxLn sincoscos +  
2( ( ) xxxxLn cossinsin −  
3( ( ) xxxxLn coscossin +  
4( ( ) xxxxLn sinsincos −  

  )1حل : گزینه (

( )

( )

( )p

y y y c cos x c sin x

y cos x, y sin x y sin x, y cos x W y , y

sin x.sec xV dx Ln cos x

csx.sec xV dx x

y V y V y cos xLn cos x x sin x

1 2

1 2 1 2 1 2

1

2

1 1 2 2

0

1

1

1

′′ + = ⇒ = +

′ ′= = ⇒ = − = ⇒ =

−
= =

= =

= + = +

∫

∫

  

) جواب معادله دیفرانسیل 47مثال 
x

eyyy
x2

44
−

  کدام است ؟ ′′+′+=

1( ( ) xexLnxAy 2−+=  
2( ( )LnxxBxAy −++=  

3( xeLnx
x

BxAy 21 −





 −++=  

4(( ) xexxLnxBxAy 2−−++=  
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  )2حل : گزینه (

⇒−==⇒=++ 2044 21
2 λλλλ  

( ) x
g

x x x

x
x

x
x

x

y A Bx e

y e , y xe W(y , y ) e

exe .
xV dx dx x

e
ee .

xV dx Lnx
e

−

− − −

−
−

−
−

−

= +

= = ⇒ =

−
= = − = −

= =

∫ ∫

∫

2

2 2 4
1 2 1 2

2
2

1

2
2

2 4

  

xyyدیفرانسیل)جواب خصوصی معادله 48مثال  tan=+′′ :عبارتست از  

1(xxxLn tansecsin +−      

2(xxLn tanseccos +−  

3(xecxxLn sincoscos +      

4(xxxLn tancossin +  

  )2حل:گزینه (

( )

( )

gy y y x c sin x c cos x

W y , y

cos x.tan xV dx cos x

sin x.tan x cos xV dx dx
cos x

1 2

1 2

1

2

2

0

1

1

1
1

′′ + = ⇒ = +

= −

−
= = −

−

−
= = −

−

∫

∫ ∫

  

  نکته :

  

( )p

V Ln sec x tan x sin x

y x cos xLn sec x tan x

2 = − + +

= − +

  

   

xxLn
x

tansec
cos

1
+=∫
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  معادلات خطی با ضرایب متغیر 
  اویلر به صورت زیر است :  -الف )معادله کوشی 

( ) ( ) ( )xRyayxayxayxa nn
n

nn
n =+′+++ −−

− 01
11

1 L  

nبا تعریف نماد

n
n

dx
dD   اویلر  به صورت زیر نوشته می شوند .  -معادلات دیفرانسیل کوشی  =

( )∑
=

=
n

k

kk
k xRyDxa

0
  

zexبه معادلات با ضرایب ثابت تغییر متغیربراي تبدیل معادله دیفرانسیل فوق  nرا اختیار مـی کنـیم بـا تعریـف     =

n
n

dz
dD =′ 

  ثابت می شود .

( )( ) ( )( )ynDDDDyDx nn 121 −−′−′−′′= L  
2,3که براي حالت == nn : می توان نوشت  

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )

z

z

z

n :

d y dyx y axy by f x a by f e
dz dz

D a D b y f e

y e a b

2
2

2

2

2

2

1

1

1 0λ

=

′′ ′+ + = ⇒ + − + =

′ ′+ − + =

= ⇒ λ + − λ + =

  

)) جواب معادله  49مثال  ) 0223 2233 =+−+ yxDDxDx  کدام است ؟  

1(2
3

21 x
cxLnxcxc ++

    
2( 

x
cxLnxcxc 3

21 ++  

3( xcxLnxcxc 321 −+    4( 2
321 xcxLnxcxc ++  

  )1حل : گزینه (

n = 3  
( )( ) ( )

z z z
g

z

, ,

y c e c ze c e

cx e z Lnx y c x c xLnx
x

3
1 2 3

2
1 2 3

3
1 2 2

1 2 3 1 2 2 0

3 2 0 1 1 2

−

λ λ − λ − + λ λ − − λ + =

λ − λ + = ⇒ λ = λ = λ = −

= + +

= ⇒ = ⇒ = + +
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   معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبۀ دوم و بالاتر

  را به دست آورید؟و یک جواب خصوصی مسئله  -1

  حل: 

 باشد، معادله زیر بدست می آید: و  است، فرض می کنیم   yبا توجه به اینکه معادله فوق فاقد متغیر 

  

  

   

  

  را به دست آورید؟ جواب معادله دیفرانسیل  -2

  خواهیم داشت: و  است. با فرض  معادله فاقد متغیر  حل:

  

  ) درست است.1گزینه (    لذا با فرض 

  به کدام عدد میل خواهد کرد؟ آنگاه  ، اگر در معادله دیفرانسیل  -3

  کنیم: است بنابراین از تیغه متغیر زیر استفاده می yمعادله فاقد  حل:

py =′       و

            

  را حل کنید. و  با شرط  مسئله  -4

  حل: 
  .  لذا قرار می دهیماست  روش اول) معادله فاقد 

  خواهیم داشت: روش دوم) با تقسیم طرفین معادله بر 

02 2 =′+′′ yxy1)0()0( =′= yy

py =′
dx
dpy =′′

02 2 =+ px
dx
dp

cx
yp

+
=′=⇒ 2

1

11)0( =⇒=′ cy

( )xycxy
xdx

dy
x

y

11

22

tan1tan
1

1
1

1

−− +=⇒+=

⇒
+

=⇒
+

=′

023 =′+′′ yeyy

xpy =′
dy
dppy =′′

21
2

1
2

2
2

2
1

2
1

1

cxyce

ce
ypdye

p
dp

y

y

y

+=−⇒

−
=′=⇒−=

01 =c2
2

4
1 cxe y +=

02 2 =′′+′ yyx∞→xy′

dx
dppy =′=′′

0limlim1

10202

1
2

1
2

2
2

==′⇒
−

=⇒

=−⇒=+⇒=+

py
cx

p

c
p

x
p
dpxdx

dx
dpxp

23xyyx =′−′′00 =)(y01 =′ )(y

ypy =′

2x
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   ،  

داریم  و از شرط  است لذا  . چون با انتگرال گیري خواهیم داشت 

  است. پس جواب  

  را به دست آورید؟ جواب عمومی معادله دیفرانسیل -5

  حل: 

  .و در نتیجه  است. قرار می دهیم  معادله فاقد متغیر مستقل باشد.  ) درست می2گزینه(

 

  تغییر متغیر     
  معادله برنولی      

  

 را به دست آورید؟ جواب معادله دیفرانسیل  -6

  حل: 

     و در نتیجه قرار می دهیم
  :ودر نتیجه

  ، در معادله دیفرانسیل جایگزین می کنیم:

32 =
′−′′

⇐
x

yyx 3)( =
′

⇐
x
y

dx
d

13 cx
x
y

+=
′

xcxy 1
23 +=′

2
2

1
3

2
1 cxcxy ++=00 =)(y02 =c01 =′ )(y

31 −=c23

2
3 xxy −=

032 =′+′−′′ )y(y)y(y

xpy =′
dy
dppy =′′

yp
dy
dppypp

dy
dpcyyp

ypp
dy
dppypp

dy
dpp

−=−⇒=+−=⇒=′=⇒

=







+−⇒=+−⇒

−− 122

232

0,0

0
yu

dy
du

dy
du

dy
dppup =+⇒=−⇒= −− 21

( ) 





 +∫∫=

′
==⇒ ∫

−

1
11 cdyyee
yp

u
dydy ( ) yyy ecycdyyee −− +−=+= ∫ 11 1

( ) 21
2

1 2
11 cxecyydxdyecy yy +=−−⇒=+−⇒ −−

( ) 022 =−′−′′ yyxyyx

( )∫=
dxxu

ey∫=′ udx
uey

( ) ∫+′=′′ udxeuuy 2
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  به دست آورید؟ را جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -7

  حل: 

یک جواب معادله است و در نتیجه چون معادله به صورت  متغیر وابسته صفر است لذا  ضرایب چون مجموع

جواب  جواب دیگر معادله است. پس  است لذا  
  عمومی است. 

  را به دست آورید؟ جواب عمومی معادله دیفرانسیل -8

  حل:

نیز جواب معادله  یک جواب معادله است. از طرفی  پس  با توجه به اینکه 

  جواب عمومی است. است پس 

  را به دست آورید؟ جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -9

  یک جواب معادله است جواب دیگر با توجه به فرمول آبل برابر است با: با توجه به اینکه 

  

  

  را بدست آورید: جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -10

  باشد در اینصورتفرض می کنیم جواب معادله دیفرانسیل به صورت 
      و

  با جایگذاري در معادله خواهیم داشت:

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) x
cc

x
cxdx

x
c

xdxxu

dx
x

dx
x

udxudxudxudx

xeceeey

x
c

x
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x

cdx
x

cdx
x

eeu

x
u

x
u

xuuxuuxxuuux

exueeuuex

1
2

1
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2
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1
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2222222

2
22
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01201
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=





 ∫−∫−∫+′⋅∫

∫∫

( ) 01 =+′+−′′ yyxyx

xey =1

( ) ( ) 02 =+′+−′′ ayybaxyxa112 += xy( )121 ++= xcecy x

( ) ( ) 021212 =+′+−′′− yyxyx

( ) ( ) 021212 =++−− xxxey =1122 += xy

( )1221 ++= xcecy x

( ) 01 2 =+′−′′+ yyxyx

xy =

( )
∫ ∫=

− dxxp
e

y
yy 2

1
12

1
∫

∫= +
−−

dxe
x

xdx
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21
2

1
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2
1

2
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1111 2
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  :با قرار دادن ضریب 
  

  

  را به دست آورید؟ جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -11

  حل:
. پس جواب عمومی و  و در نتیجه  معادله مشخصه، معادله فوق برابر است با 

.  

  را بیابید. باشد، مقدارجواب هاي مستقل خطی معادله دیفرانسیل  و  اگر  -12

  حل:

نتیجه می باشد. در نتیجه معادله  و  جواب هاي مستقل خطی معادله می باشد، لذا  و  چون 

. در نتیجه . پس معادله نظیر برابر و در نتیجه مشخصه به صورت 
  است. و در نتیجه  و  

  را بدست آورید؟ معادله دسته منحنی گذرنده از مبداء مختصات با معادله دیفرانسیل  -13

  حل:

  ریشه هاي آن است لذا . لذا معادله مشخصه برابر است با 

  

  شرط    

  را به دست آورید؟ از تابع  معادله دیفرانسیل حاصل از حذف  -14

  حل:
ریشه مضاعف معادله مشخصه است پس  ریشه ساده و  با توجه به معادله جواب عمومی دیده می شود که 

  و در نتیجه  معادله به صورت 

  
  

( ) ( )
( ) ( ) 0222

02
=+′+′′+′+′+′′⇒

=+′+′+′′+′′+′′

vxuuuxvuuxvxu
xuvvuvuvuvuvux

v′

( )xcxc
x

uvy

xcxcv

vvv
x

x
xx

xv

sincos1
sincos

001122

21
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23

+==⇒

+=⇒

=+′′⇒=





 +

−
++′′⇒

012 =+′−′′ yyvy

0122 =+− vmm31 =m42 =m
xx ececy 4

2
3

1 +=
xe−xe20=+′+′′ byyayba −

xe−xe211 −=m22 =m

( )( ) 012 =+− mm022 =−− mm02 =−′−′′ yyy

1−=a2−=b1=− ba

054 =+′−′′ yyy

0542 =+− mmi32 ±+

( )xsincxcoscey x 33 21
2 +=

xsinecy x 32
2=⇒( ) 00 =y

123 c,c,cxxx ecxececy 321 ++= −

11 −=m12 =m

( )( ) 011 2 =−+ mm

0123 =+−− mmm

0=+′−′′−′′′ yyyy ⇒

x
uu

x
uuux 101022 =⇒=+′⇒=+′
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را به دست  در  و  را با شرایط  جواب معادله دیفرانسیل  -15

  آورید؟

  حل:

یک ریشه معادله مشخصه است. با بدست آوردن دو  . پس معادله مشخصه را بیابیم که
  و        ریشه دیگر داریم:
  جواب عمومی

   

   و  و

  

  را بیابید؟ در  جواب عمومی معادله دیفرانسیل  -16

  حل:

       ریشه مضاعف

  جواب عمومی    

  جواب خصوصی  

  و جایگذاري در معادله، با حل دستگاه ضرایب زیر بدست می آید: و  با بدست آوردن 

  و  و  و  

  

  آورید؟  را به دست صورت کلی جواب خصوصی معادله دیفرانسیل   -17

  حل: 

  . در نتیجه جواب خصوصی برابر است با  ریشه هاي معادله مشخصه 

  

0=−′−′′+′′′ yyyy( ) ( ) 000 =′= yy( ) 40 =′′y0=x
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  را به دست آورید؟ جواب خصوصی معادله دیفرانسیل -18

  حل:

برابر است با  همگن. در نتیجه جواب قسمت ریشه هاي آن برابر است با  با توجه به معادله مشخصه 
، و  . براي قسمت خصوصی با استفاده از روش تغییر پارامتر و 

  داریم:

  

   

xsecyy 39 =+′′

092 =+mim 3±=

xsincxcoscyg 33 21 +=xcosy 31 =xsiny 32 =

( ) xcoslnxcosxsinx

xdxtanxcosdxxsin
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⋅
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  حل معادله دیفرانسیل با استفاده از عملگر

  آورید؟را به دست  به ازاء  خصوصی معادله دیفرانسیل جواب  -19

  حل: 

 

  ؟را به دست آورید به ازاء جواب خصوصی معادله  -20

  حل: 

  و  

  

p

x

y sin x
π

=

= − = −

4

3 322 2
 

  را به دست آورید؟جواب خصوصی معادله -21

  

xeyyy 3223 =−′+′′0=x

8
1

( ) xsinyD 2322 =+4
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2=a
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yL p 22
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  را به دست آورید؟ در  جواب خصوصی معادله -22

  

  را به دست آورید؟  یک جواب خصوصی معادله  -23

  

  را به دست آورید؟ به ازاء  معادله دیفرانسیلجواب خصوصی  -24
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y x x e e x
D D D D

e x e x
D D

e D D D x e x x e

2 2 2 2
22

2 2 2 2
2 2

2 2 4 6 2 2 2 2 2

1 12 22 1 2 2 2 1

1 12 21 1

1 2 2 2 4

− −

− −

− − −

= + = +
+ − − + − −

 = + = − + − − 

 = − + + + + ⋅⋅⋅ + = − + + = − + 

xlne
x

yyy x2144 =+′−′′1=x

( )
( )

( )

( )

( )( ) ( )( )
( )

x
x

p

x x

x

x t x t x

p

e ln xy x ln x e
D D x xD

ln x ln xe e dx x ln x
D x D x D

e ln x dx

e t e dt e e t t e x ln x ln x

y e

2
2

22

22 2 2
2

22

22 2 2 2 2

2

1 1
4 4 2

1 1 1

2 2 2 2

1 2

 
= = − + − 

  = = = 
 

=

 = = − + = − + 
⇒ =

∫

∫

∫

txln  تغییر متغیر =

http://www.SANJESH.IR


 معادلات دیفرانسیل
WWW.SANJESH.IR     »93« 

 
  را به دست آورید؟ معادله دیفرانسیل جواب خصوصی  -25

  حل:

  

  را به دست آورید؟ به ازاء جواب خصوصی معادله دیفرانسیل  -26

  

به یک معادله با ضرایب ثابت تبدیل  مناسب با کدام تغییر متغیررا  معادله دیفرانسیل  -27

   ؟نمایید

حل:
 
  قرار می دهیم 

  

  را به دست آورید؟ ، وقتی که جواب معادله دیفرانسیل  -28

  حل:
 لذا داریم: اویلر، قرار می دهیم  -با توجه به معادله کوشی

  

  است لذا: می باشد که داراي ریشه مضاعف  معادله مشخصه به صورت 

( )xcosyy 216 2=+′′

( )

xsinxxdxcosxxcos
D
x

xcos
DD

xcos
D

xyp

41632
14432

142
1

22
1

160
1

42
1

16
1

2
1

16
1

2
41

16
1

222

+=+=





+








+
=









+
+








+
=






 +

+

∫

( ) xcosxyD 242 =−4
xx =

( ) ( )

( )
( ) xsinxcosxxsinxcosx

xcosDxcosxxcosDxcosx

xcos
D

Dxcos
D

xxcosx
D

xyp

216
128

12232
128

1

232
128

12
42

2242
1

2
4

224
124

1

222

2222

+−=−−−=

−
−

=
−−

−
−−

=

−
−

−
=

−
=

01 2 =+′





 −+′′ yxy

x
xy

dx
dyyxz =′⇒= 2

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

dy dy dyx y x x x z y z z
x x dz dz dz

d dy d dy dz d dyy x x z x
dx dx dz dz dx dz dz

dyy z zy z z zy z
dzz

y z zy z z y z zy z

zy z zy z zy z y z y z y

21 1 1 2 1 2 1

2

1 2 2 2
2

2 2 1 2 0

2 2 2 0

   ′ ′− = − = − = − = −   
   

     ′′ = = = ⋅     
     

 ′ ′′ ′′= + = + 
 

′ ′′ ′⇒ + + − + =

′′ ′ ′′ ′⇒ + + = ⇒ + + ( )z 0=

03 2 =+′+′′ yyxyx+→0x

xlnt =

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 02

031
=+′−′′⇒

=+′−+′′⇒
tytyty

tytyty

0122 =+− mm1=m
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تبـدیل   اي معادله چهبه با تغییر متغیرمعادله دیفرانسیل -29
  می شود؟

  ::حل

  
  با جایگذاري در معادله، جواب بدست می آید.

  

  اي تبدیل می شود؟ ، به چه معادله، معادله با تغییر متغیر  -30

  حل:

  اگر 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

x

xlncclimxxlncclimxylim

xxlnccxy
etccty t

1
21

21

21

21

+
=+=

+=⇒
+=

01

1
2

2

2

2
=

−
=

− x
xclim

x

x
c

lim

( ) ( ) 043232 2 =+′−+′′− yyxyx( )32 −= xlnt

( )

( ) ( )

dy dy dt dyy
dx dt dx dt x

d y d dy d dyy
dx dx dx dx dt x

d dy dy d
dx dt x dt dx x

d dy dt dy
dt dt dx x dt x

d y dy
dt dtx x

2

2

2

2

2 22

2
2 3

2
2 3

2 2
2 3 2 3

2 4
2 3 2 3

4 4
2 3 2 3

′ = = ⋅ = ⋅
−

   ′′ = = = ⋅   −   

   = + ⋅ =   − −   

−  ⋅ + ⋅  −  −

= −
− −

xz =04
1

2

2
=++ y

dx
dy

dx
ydx






 =′

dx
dyy

( ) ( )
z
zy

x
y

dx
dz

dz
dy

dx
dyxyxz 22

1 ′
=⋅′=⋅==′⇒=

 +→ ox  +→ ox  +→ ox

 هوپیتال

 +→ ox  +→ ox
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  کردن خواهیم داشت:با جایگذاري در معادله و ساده 

.  

dyy، معادله دیفرانسیل با تغییر متغیر  -31
dx

 ′ = 
 

  به کدام معادله تبدیل می شود؟. 

  

  

  با جایگذاري در معادله خواهیم داشت:
 .  

  برابر است با: رونسکین  -32

1(0  2(2  3(1-  4(5  
  ).1گزینه (

  

   

( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

y z y zd y d dy d d dzy x
dx dx dx z dz z dxdx

y z y z y z y z
z z z z zx

2

2

2 2

2 2

1 1
44

′ ′    ′′ = = ⋅    
     

′′ ′ ′′ ′   
= − = −   

   

02 =+′−′′ zyyyz
2xz =

( )x
dz
dy

dx
dz

dz
dy

dx
dy 2⋅=⋅=

d y d dy dy d dyx x
dx dx dz dz dx dz

dy d dy dz dy d yx x
dz dz dz dx dz dz

2

2

2
2

2

2 2 2

2 2 2 4

   = = + =   
   

 + = + 
 

( ) 0122 =−+′+′′ yzyzyz

{ }523 +− t,t,t

523 321 +=−== ty,ty,ty

0
1

21

321

321 t

yyy
yyy
yyy

w =
′′′′′′

′′′=
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  هاي تألیفی بخش دوم   تست

123یک جواب خصوصی معادله دیفرانسیل  -1 =+′+′′ xyyxyx   کدام است؟  

2الف) 
1
x

yp ب)   =
x

yp 2
1

2ج)   =
1
x

yp د)   =−
x

yp 2
1

−=  

2BxAxyهاي  معادله دیفرانسیل دسته منحنی -2   کدام است؟ =+

′′+′+=oالف)  yyxyx ′′+′−=oب)   222 yyxyx 222  

′′−′−=oج)  yyxyx ′′−′+=oد)   222 yyxyx 222  

=∫با تعویض متغیر  -3
dx)x(u

ey  22معادله دیفرانسیل )yxy(yyx   آید؟ به چه صورت در می ′′=−′

xuuxالف)  −=′ xuuxب)     12 +=′ 12    

xuuxج)  212 xuuxد)     ′=− 212 +=′  

xyاگر  -4 ′′+−=oجوابی از معادله  1= yxyyx2 باشد جواب عمومی آن کدام است؟  

2الف) 
21 xcxcy 1ب)     =+

21
−+= xcxcy  

xLnxcxcyج)  21 2د)     =+
21

−+= xcxcy  

′′−′+=oجواب عمومی معادله  -5 yyy   چیست؟ 209

155الف)  21
4 xsincxcosc(ey x xxب)   =+ xeccey 44 2+=  

5ج) 
2

4
1

−+= xcxcy     (دxx ece/cy 5
2

4 +=  

xeyyyجواب خصوصی معادله  -6 5142510   کدام است؟ ′′+′+=−

xالف) 
p xey 56 xب)     =−

p xey 57 −=  

xج) 
p exy 527 xد)     =−

p exy 526 −=  

xlogeyyyکدام گزینه یک جواب خاص از معادله دیفرانسیل   -7 x−=+′+′′   کدام است؟ 2

)legx(الف) 
e
xy xp 324

2

)legx(ب)   =−
e
xy xp 124

3 2

−=  

)legx(ج) 
e
xy xp 43

2

)legx(د)   =+
e
xy xp 23

2 2

+=  
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′′−=oجواب عمومی معادله  -8 yy   کدام است؟ 4

xxالف)  xececy 2
2

2
1

−− xxب)   =+ xececy 2
2

2
1 +=  

xsincxcoscyج)  22 21 xsinhcxcoshcyد)   =+ 2221 +=  

xsinyyجواب خصوصی معادله   -9 2432   کدام است؟′′+=+

xsinxcosxالف)  22
122

1
2
3

xsinxcosxب)   +− 22
122

1
2
3

+−  

xsinxcosxج)  22
122

1
2
3

xsinxcosxد)   −− 22
122

1
2
3

++  

xsinhyyyجواب خصوصی معادله  -10 24   کدام است؟ ′′+′+=

xxالف) 
p eey −−= 6

1
4
xب)     1

p ey −+= 6
1

4
1  

xxج) 
p eey −−= 4

1
6
xxد)     1

p eey −+= 4
1

6
1  

Lnxeyyyجواب خصوصی معادله  -11 x−=+′+′′   کدام است؟ x=1در  42

13الف)  −− e   (12ب −e   (13ج −e   (12د −− e  

′′+′+=oجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -12 eyyxyx   کدام است؟ 132

Lnxxcxcyالف)  2
2

2
1

−− +=  

3ب) 
2

1
1

−− += xcxcy  

]ج)  ])Lnxsin(c)Lnxcos(cxy 33 21
1 += −  

]د)  ])Lnxsin(cLnxcos(cxy 212 21
1 += −  

′′′+′−=oجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -13 yyxyx3 کدام است؟  

2الف) 
321 xLnxcxLnxcxcy Lnxxcxccyب)   =++ 2

3
2

21 ++=  

3ج) 
3

2
21 xcxcxcy Lnxxcxcxcyد)   =++ 2

3
2

21 ++=  

+′′−+′+=oکدام گزینه جوابی از معادله دیفرانسیل  -14 yy)x(y)x( 22   باشد.   می 2

x(Ln(الف)  )x(22ب)     +2 +  

)x(Ln)n(ج)  22 x(Ln(د)     ++ 22 +  
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′′+′+=oجواب معادله  -15 yyxyx   برابر است با: x→∞وقتی  452

  ∞د)   eج)   1ب)   الف) صفر

)xsiney)Dیک جواب خصوصی معادله  -16 x512   کدام است؟ −=

coxx(siney(الف)  x
p xsinx(cosey(ب)   =−2 x

p 2+−=  

xsinx(cosey(ج)  x
p xcosx(siney(د)   =+2 x

p 2+−=  

′′=−=oدر جواب معادله دیفرانسیل  3xضریب  -17 )e(y,yxy به شکل کدام است؟  

2ب)   الف) صفر
1

42ج)   −
6د)   1

1
−  

−′′−−′+=oدر معادله دیفرانسیل  -18 yy)x(xy)x(x 211   بندي نقاط غیر عادي چگونه است؟ دسته 222

    نامنظم x=−1منظم و  x=1و  o=xالف) 

    نامنظم x=±1منظم و  x=1و  o=xب) 

    نامنظم o=xمنظم و  x=−1و  x=1ج) 

    نامنظم x=−1و  x=1و  o=xد) 

  براي کدام یک از معادلات زیر یک نقطه غیر عادي منظم است؟ o=xي  نقطه -19

′′+==oالف)  y)x(siny   (بo=+′′ y)x(sinyx3  

′′+=oج)  y)x(sinyx     (دo=+′′ y)x(sinyx4  

∑اگر سري توانی  -20
∞

=

+=
on

mn
nxay1  جوابی از معادلهo=+′−′′ yyyx و آنگاه کدام رابطه بازگشـتی برقـرار    2

  است؟

الف) 
)n)(n(

aa n
n 41 ++

ب)   =
( )( )

n
n

aa
n n+

−
=

+ +1 2 3  

)ج)  )( )321 ++
=+ nn

aa n
n   (د( )( )411 ++

−
=+ nn

aa n
n  
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  هاي تألیفی بخش دوم   جواب

  ) صحیح است.2گزینه ( -1

هاي ممکن است که هـر   توان نتیجه گرفت که در یکی از حالت است می 1با توجه به اینکه مجموعه سه جمله چپ برابر مقدار ثابت 
  کدام از سه جمله برابر با مقدار ثابت شده باشد و داریم:  

  cyx,Byx,Axy =′′== 32  

  32
2
x
Ay,

x
Ay,

x
AyAxy =′′−=′=⇒=  

  دهیم؛ و در معادله دیفرانسیل قرار می

  2
112

2
2

3
3 =→=+−+ A)

x
A(x)

x
A(x)

x
A(x  

  
x

yp 2
1

=⇒  

  ) صحیح است. 4گزینه ( -2

  

22

2
2

yBBy

BxAy
BxAxy

′′
=⇒=′′





+=′
+=

  

  yxyAyxAx)y(Ay ′−′=⇒′′+=
′′

+=′
22  

  دهیم؛   و در معادله اول قرار می

  2

2 xyx)yxy(y
′′

+′′−′=  

  o=+′−′′⇒ yyxyx 222  
  ) صحیح است. 3گزینه ( -3

  






+′=′+′=′′

==′ ∫

yuyuyuyuy
uyuey

dx)x(u

2
  

  دهیم: در معادله قرار می

  222 )xuyy()yuyu(yx −=+′  

  
xuux

)xu(xuxu
21

1
2

2222

−=′

−=+′  
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  ) صحیح است. 2گزینه ( -4

12فرض کنیم جواب دیگر  uyy   است در این صورت   =

  o=−′+′′ y
x

y
x

y 2
11

  

  ∫ ∫−= dx)pdxexp(
y

u 2
1

1  

  ∫ ∫ ∫ −==−= 2
22 2

11111 xdx
x

.
x

dx)dx
x

exp(
x

u  

  1
21

1
2 2

1 −− +=⇒−=⇒ xcxcyxy  

  ) صحیح است. 4گزینه ( -5

−+=oمشخصه معادله به صورت  2092 mm  است و چون( )( ) o=−− 54 mm  41لذا =m  52و =m هاي  و جواب
  معادله مشخصه حقیقی اند بنابراین:

  xx ececy 5
2

4
1 +=  

  ) صحیح است. 3گزینه ( -6

  دهیم؛  معادله مشخصه را براي معادله همگن تشکیل می

  o=++ 25102 mm  
  ( ) x

p eAxym 5225 −= →=+ o  

  و با جایگذاري در معادله داریم؛

  7142 55 =→= −− AeAe xx  
  صحیح است. )1گزینه (  -7

  جواب معادله مشخصه همگن داریم؛  

  o=+=++ 22 112 )m(mm  

  




=

=
→−==

−

−

x

x

xey
ey

mm
2

1
21 1  

  xe)y,y(w 2
21

−=  

  










+−=

−=−=−=′
−

−

42
22

1

2

2
2

1

xlegxxu

xlegx
e

legxxe
w
Ryu x

x

  

 جواب خصوصی
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  داریم: 2uو به طور مشابه براي 

  ∫ −== xxlegxdx
w
Ryu 1

2  

  2211 yuguyp +=  

  xxxx exlegxexexxlegex −−−− −+++−= 22
222

222
2  

  )xlog(
e
xexlegexy x

xx
p 3244

3
2
1 2

22 −=−= −−  

  ) صحیح است.4گزینه ( -8

−=oمعادله مشخصه  42m  22و داراي 12 =−= m,m  بنابراین جواب عمومی به شکلxx BeAey 22   است. =+−

  22
2121 ccB,ccA −

=
+

=  

  xsinhcxcoshceeceecy
xxxx

2222 21

22

2

22

1 +=
−

+
+

=
−−

  

  ) صحیح است. 3گزینه ( -9

  xeccycycy
m
m

mm 2
212211

2

22 −+=+=⇒




−=
=

→=+
o

o  

  در معادله مشخصه جواب خصوصی به صورت زیر است: o=mبه دلیل وجود جواب 

  ( )xsinAxcosaxAyp 22 21
1 ++= o  

  دهیم: در معادله قرار می

  2
1

2
1

2
3

21 −=−== A,A,Ao  

  ) صحیح است.3گزینه ( -10

xxمی دانیم 
xx

eeeexsinh −
−

−=
−

=   بنابراین در معادله: 222

  xx eeyyy −−=+′+′′ 4  
  چون معادله مشخصه ریشه حقیقی ندارند لذا:

  xx
p eAeAy −+= 21  

  آوریم: دهیم و به دست می در معادله قرار می
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  4
1

6
1

21 −== AA  

  ) صحیح است.1گزینه ( -11

121عادله با جواب همگن م −== mm :برابر است با  

  xx xey,ey −− == 21  
xewبنابراین    تغییر پارامترها داریم: ازو  =−2

  12 332 −− −=⇒
=

−= ey
x

)Lnx(exy p
x

p o
  

  ) صحیح است.3گزینه ( -12

  نویسیم: معادله مشخصه را می

  o=++− em)m(m 131  

  




+−=
−−=

⇒=++→
im
im

mm 31
3011022 o  

  ( )[ ])Lnxsin(cLnx(xoscxy 33 21
1 += −  

  ) صحیح است.1گزینه ( -13

  ( ) {11121 3 =→=−→=−++− mmm)m)(m(m oo  

  xxLncxLnxcxcy 2
321 ++=  

  ) صحیح است.3گزینه ( -14

=+<oفرض کنیم  2xt :در این صورت معادله زیر را داریم  

  ( ) oo&&& =+−−→==− 112 mmmyytyt  

  ( ) Lnttctcymmm 121
1

2 112 +=→=→=+− o  
  ( ) ( )221211 ++=⇒== xLnxycc o  

  ) صحیح است.1گزینه ( -15

  ( ) o=++− 451 mmm  

  ( ) 2244 22 −=⇒=+⇒=++ mmmm oo  
  داریم: 2و ریشه تکراري از مرتبه 

  Lnxxcxcy 2
2

2
1

−− +=  

 3مرتبه تکرار در 

 2مرتبه تکرار در 
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  2
2

2
1

x
LnxcLim

x
cLim)x(yLim

xx ∞→∞→
+=  

  ) صحیح است.4گزینه ( -16

  ( ) xsine
D

yxsineyD x
p

x 51
151 2

2

−
=→=−  

  
( )

xsin
dD

xsin
D

e xx

2
150

11
15 22 +

=
−+

=  

  ( ) xsinDexsin
D
Dexsin

D
e xxx

114
12514

12521
15 2 −−

+
=

−
+

=
+−

=  

  ( ) ( )xsinxcosexsinDe xx +−=+−= 2120  
  ) صحیح است.4گزینه ( -17

  ( ) oooo =−=′′y  
  ( ) 11 =′′⇒′−=′′ oyyy  

  ( ) 1−=′′′⇒′′−=′′′ oyyy  

  
( )

6
1

3
1

33 −=
−

=
′′′

=⇒
!!

ya o
  

  ) صحیح است.1گزینه ( -18

  نویسیم: ابتدا معادله را به شکل  زیر می

  
( )( ) ( ) o=

−
+′

+−
+′′ y

xx
y

xxx
y 1

2
21

1
222  

  
( )( )

( )

( )2222 1
2

21
1

−
=

+−
=

xx
Q,

xxx
p x)x(  

  هستند و چون حدهاي x=−1و  x=1و  o=xنقاط 

  ( ) ( ) ( ) ( )xQxLim,xpexLim
xx

2o
oo

−−
→→

  

)و هم چنین  ) ( ) ( ) ( )xQxLim,xpxLim
xx 1

2
11

11 −−
→→

  نامنظم است.   x=−1اند اما  موجودند بنابراین این نقاط منظم 

  ) صحیح است.2گزینه ( -19

  توان معادله را به شکل زیر نوشت: می 3ي  در مورد گزینه

  oo =+′+′′ y
n

xsinyy  
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o=x     ــت ــراي ان اس ــادي ب ــه ع ــک نقط )ی )
( )∑

∞

= +
−

=
on

nn

!x
x

x
xsin

12
1 2

ــه     ــورد گزین ــا در م ــم ارز؛    2ام ــه ه ــون در معادل چ

o=+′′ y
x

xsiny هر دو عبارت  3
( ) ( )
( ) ( )




−

−

xQex

xpex
یک نقطه غیر عادي منظم اسـت   o=xتحلیلی هستند لذا  o=xر د 2

)توجه کنید که چون  )xQ  درo=x   .تحلیلی نیست لذا این نقطه براي معادله غیر عادي است  
  ) صحیح است.4گزینه ( -20

o=x نویسیم: یک نقطه منفرد است معادله را به شکل زیر می  

  ( ) ( ) ( )
( )




=⇒=
−=→−=

⇒=+′−+′′
eqxxH

pxG
yx

x
y

x
y

o

oo
22121

2  

  معادله مشخصه به صورت زیر است:

  ( ) o=+−− emmm 21  
  o== 21 3 m,m  

آید و با قرار دادن جـواب در معادلـه    ي بزرگ تر به دست می ها عددي صحیح است لذا جواب اول متناظر با ریشه ریشهچون تفاضل 
  داریم:

  ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

++ =++
o o

o
n n

n
n

n
n xaxnan 323  

  برابر است با: nx+3اما ضریب 
  ( )( ) o=+++ + nn aann 114  

  در نتیجه:

  ( )( )411 ++
−

=+ nn
aa n

n  
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  ها   حل معادلات با استفاده از سري : فصل سوم
 

  حل معادلات دیفرانسیل به کمک سري توانی  

  باشد.  o>Rداراي بسط تیلور با  x=aدر نقطه  f(x)، اگر گوییم یتحلیل =axرا در نقطه  x(f(تابع  تعریف؛

x(py)x(py)x(py(اگر در معادله دیفرانسیل خطی مرتبه دوم :1قضیه  321 x(p),x(p),x(p(توابع  ′′+′+= هر  123

توان جواب معادله را  تحلیل خواهد بود یعنی می =axتحلیلی باشند، آنگاه هر جواب این معادله در نقطه  =axسه در نقطه 

∑به فرم 
∞

=

−
on

n
n )ax(a شود به فرم زیر هستند (لژاندر)  در نظر گرفت. از آنجا که اکثر معادلاتی که در این مورد مطرح می  

)1(       o=+′+′′ y)x(fy)x(fy)x(f 321  
1fکه در آن  ,f,f   توان از قضیه زیر استفاده کرد. هستند، می xاي بر حسب  چند جمله 23

را  x=aغیر این صورت نقطه باشد، در  a(f1(≠oرا یک نقطه معمولی گوییم اگر  x=a) نقطه 1تعریف: در معادله دیفرانسیل (
  نامیم. یک نقطه منفرد می

هاي  ) باشد، آنگاه معادله داراي جوابی به فرم سري توانی بر حسب توان1یک نقطه معمولی معادله دیفرانسیل ( x=aاگر  :2قضیه 

x-a واهد بود و جواب عمومی را به فرم: خ  
ax− (cyهاي  ی بر حسب توان(یک سري توان +C*) x-aهاي  (یک سري توان بر حسب توان )2( =   

همگرا خواهند بود به علاوه شعاع همگرایی هر یک از  aخواهیم داشت و دو سري مستقل خطی بوده و هر دو در یک ناحیه اطراف 

ها حداقل برابر مینیمم شعاع همگرایی  سري
)x(f
)x(f

1

و  2
)x(f
)x(f

1

  خواهد بود.  3

+′′+′+=oتست: اگر حل سري معادله  yyy)x( سـري  شود، شـعاع همگرایـی    محاسبه میx=1حول نقطه  22
  حاصل کدامیک از مقادیر زیر خواهد بود؟

    1د)   3ج)   2ب)   الف) بی نهایت
  ) صحیح است.3حل: گزینه (

o≠)(f 11 1=x  یک نقطه معمولی باشد لذا معادله داراي جواب به فرم∑
∞

=

−=
on

n
n )x(ay )n)xباشد، ضریب  می 1 به  −1

  شود.   صورت زیر بیان می

  o=++++++ ++ 21
2 213112 nnn a)n()n(a)n()n(an  

10طرفین را در 
2

+nan کنیم و داریم: تقسیم می  

  o=
++

+
++

+
+

+

+ 1

2
22

1

213112
n

n

n

n

a
a

n
)n()n(

n
_n()n(

a
a  
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  داریم: n→∞با گرفتن حد وقتی 

   oo =++⇒=++ 3232 2 RR
R

R  

  ( ) ( ) 32121 22 =+−=⇒±−= RiR  

2xyyجواب عمومی معادله دیفرانسیل  مثال: را به دست آورید به طوري که  ′−=
oo y)(y =.  

∑کنیم  فرض می
∞

=

=
on

n
nxay  از آنجا∑

∞

=

−=′
1

1

n

nnxnay :بنابراین  

  ∑ ∑
∞

=

∞

=

− −−=−−′
1

212

n n

n
n

n
n xaxxnayxy

o
  

  ...x)ana(...x)aa(x)aa()aa( n
nn +−++−−+−+−= −

−
1

1
2

23121 132o  
  دهیم و داریم: ضرایب همه جملات صفر قرار می

  oooo o =−=−=−−=− aa,aa,aa,aa...., 112233 21334  
  o=− −1nn ana  از آنجا  

  o
ooo aa,aaa,aaa,aaa ===+=+=+== 1

1
2

2
334 2263

1
33

1
2412

1
4
1

  

n ،nn≤4به طور کلی براي  a
n

a 1
  یا =

  321 2
1

1
11

1
112

−−− −
−

−
=

−
== nnnn a

nn
.

n
a

n
.

n
a

n
a  

  ( )( ) ( )2161
421

1
33 +=×=

−−
= oa

!n!n
a

...nnn a  

  ...x)a(
!n

x)a(xaxaay n ++++++++= 2100026
1

2
32

oo
o

oo  

چون 
oo y)(y گردد  سپس نتیجه می =

oo ya   پس: =

  223212 2
32

−−−+++++++= xx...)
!n

x...xxx()y(y
n

o  

  22 2 −−−+= xxe)y(y x
o  

142معادله دیفرانسیل  مثال: ++−=′ yxxy  32را حل کنید به طوري که =)(y   

=+2دهیم   حل: قرار می tx  داریم
dt
dy

dx
dy

,xبا گذاردن مقادیر  =
dx
dy

  آید: در معادله به دست می 
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  1242 2 +++−+= y)t()t(
dt
dy

  

32یا  −+= yt
dt
dy

  دهیم: است، قرار می y=3و  o=tکه در این معادله به ازاي  

  ∑ ∑
∞

=

∞

=

−=⇒+=
1 1

113
n n

n
n

n
n tnaytay  

  ∑ ∑
∞

=

∞

=

− =+−−−+−−
1 1

212 333
n n

n
n

n
n ttatnaty

dt
dy o  

+−+−−+−++یا   ...t)aa(t)aa(t)aa(a 3
34

2
23121 4132  

  ...t)ana( n
nn +−+ −

−
1

1  
  آید: دهیم و به دست می هر یک از ضرایب جملات را صفر قرار می

oo  یا  ====== 1
1

2334 23
1

13
1

4
1 a,aa,a,aa  

1و به طور کلی 
1

−= nn a
n

a از آنجا؛  

  ( )( ) ( )32
3
161

421
1

1
111

321 ≥=××=
−−

==
−

== −− n
!n!n

a
...nnn

...a
n

.
n

a
n

a nnn  

  بنابراین

)  و سرانجام؛ ) ( ) ...)x(
!n

...
!

x
!

y n +−++−α+−+= 2224
223

23 43  

؛ معادله دیفرانسیل مثال
x
yxy

−
−

=′
1

2
)را حل کنید در صورتی که   ) oo yy   ؛ =

∑جواب را به صورت سري توانی 
∞

=

=
on

n
nxay گیریم از آنجا داریم که  در نظر می∑ −=′ 1n

nxnay  و چون
oo y)(y = 

پس 
oo ya   آید: در نتیجه با جایگذاري در معادله به دست می =

  ∑ ∑
∞

=

− =−+−=−+′−
o

o
n

n
n

n
n xxaxna)x(xyy)x( 2121 1  

  یا 
 

  ∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

− =−++−
1 1 1

1 2
n n n

n
n

n
n

n
n xxaaxnaxna oo  
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  ( ) ( )∑ ∑ =−++−⇒ − oo n
n

n anxnana 12 1  

 

  ( ) oo =+++−+++−++− + ...xa)n(xa)n(...xaxaxaaxy n
n

n
n 1

2
3

2
221 11322  

  آید. کردن به صورت زیر در می که پس از خلاصه
 

  ( ) ( ) ++−+−+−++ ...x)aa(x)aa(xaya 3
34

2
2321 24322o  

   

( )[ ] o=+−−−+ + ...xa)n(an n
nn 11 1  

  دهیم، داریم: هر یک از جملات این سري را برابر صفر قرار می
 

  oooo o =+=−=−=− ya,a,aa,aa...., 122334 22324  
  

( ) ( ) o=−−+ + nn anan 11 1  
  از آنجا داریم؛

 

  3
1

3
1

6
1

2
1

1
1

23341 ====
+
−

=+ aa,aa,a
n
na nn  

   

oya,a, −== 12 1  
  و به طور کلی 

  =
−

−−
=

−
= −− 21 1

322
nnn a

)n(n
)n()n(a

n
na  

 

  ( )( )( )
( )( )

( )( )( )
( )( )( ) ( ) 223 1

2
34321
12432

21
432 a

nn
a

...nnnn
...nnn...a

nnn
nnn

n −×−−−
×−−−

==
−−

−−−
= −  

 

  21
2

≥
−

= o
)n(n

  

  بنابراین داریم؛

 ( ) ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

= −
+−=

−
+−=

2 2 1
211

2
n n

nn x
nn

xyx
nn

xyyy ooo  

  ازطرفی 
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  x
n
nlimx

na
xahim n

n

n
n

n
=

+
−

=
+

+

∞→ 1
11

1  

)پس سري براي  )x|x  .همگرا ست  

)گــــاه : هرتســــت ) ∑
∞

=

==
`n

n
nnaxy

o
جــــوابی بــــه صــــورت ســــري تــــوانی بــــراي مســــئله   

( ) ( ) ooo =+′′−′′==′ nyyxy,y,ey   عبارت است از: 2aباشد آنگاه مقدار ضریب  212

  72د)   -24ج)   -48ب)   1/0الف) 
  ) صحیح است؛2حل: گزینه (

  ∑ ∑ −′= 1n
n

n
n xnay,xay  

  ( )∑ −−=′′ 21 n
nxanny,  

  و با جایگذاري دو معادله داریم؛

  ( )∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

− =+−−
2 1

2 821
n n n

n
n

n
n

n
n xannaxann

o
o  

) ok(ضریب   
oo o aaaa 4812 22 −=⇒=+××  

  ( ) 4812412 2 −=×−=⇒== aya oo
  

∑تست؛ هر گاه 
∞

=

=
on

n
nxa)x(y  جوابی به صورت سري توانی برايo=+′′ xyx   بـا( ) 1=oy  و( ) 1=′ oy   باشـد

  برابر است با: 3aآنگاه ضریب 

2الف) 
1

6ب)   −
1

  هیچکدامد)   -1ج)   −

  باشد: حل: جواب معادله به فرم زیر می

  ( ) ( ) ( ) ( ) 32

32 x
!

yx
!

yxyyy oooo
′′

+
′′

+′+=  

  
( ) ( )

!
ya,

!
ya 23 23

oo ′′′
=

′′′
=  

  ( ) ( ) oooo =+′⇒=′+′′ oxyyyxy  
  ( ) ( ) ( ) ooooooo =′++′′′⇒=′++′′′⇒=+′′ yxyyyxyyxyy  

  ) صحیح است.2گزینه (

( ) ( ) 6
111 3 −=⇒−=′′′⇒=+′′′ ayy ooo  
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′′+=oهـاي معادلـه دیفرانسـیل     هـاي تـوانی زیـر، یکـی از حـل      کـدام یـک از بسـط   : تست yxy باشـد.   مـی  4
( )oo == 11 a,a  

)الف)  ) ...xxxy −+−= 1360301
132

)ب)    ) ...xxxy −+−= 3960301
125

  

x(y(xx...ج)  −+−= 3960301
104

x(y(xx...د)    −+−= 3960301
126

  

  صحیح است.  4حل: گزینه 

ooحل؛  ≠)(f1  وo=x باشد بنابراین معادله داراي جواب به فرم  یک نقطه معمولی می∑
∞

=

=
2n

n
nxay  با جایگذاريy  و

y   در معادله داریم: ′′

  ( ) ∑∑
∞

=

+
∞

=

− =+−
o

o
n

n
n

n

n
n xaxann 4

2

21  

ox (oo(ضریب    =⇒= 222 aa  
1k (oo(ضریب   =⇒=×× 3323 aa  

3n (oo(ضریب    =⇒=×× 5545 aa  
4x (oo(ضریب    =+×× aa 656  

5x (4267(ضریب    1
71

aaaa −=⇒=+×× o  

)) nx+4(رابطه بازگشتی ضریب   )( )566 ++
−=+ nn

aa n
n  

  39601112
2

1211109
oo aaa,aaaan =

×
−=====  

  اي لژاندر معادله لژاندر، چند جمله

  ر معروف است. معادله دیفرانسیل زیر، به معادله لژاند

)3(  o=++′−′′− y))m(m(yxy)x( 121 2  
باشد. بنابراین معادله داراي جواب به  یک نقطه معمولی می o=xکند،  ) از بخش قبل صدق می2) در شرایط متغیر (3معادله (

∑نرم 
∞

=

=
on

n
nxcy باشد با جایگذاري  میy ) و مساوي قرار دادن ضرایب 3و مشتقاتش در معادله (x هاي هم توان به دست

  آوریم.  می
  ) رابطه بازگشتی 4(
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  ( )( )
( )( ) o≥

++
++−

−=+ nc
nn

nmnmC nn ,
12

1
2  

  و جواب عمومی به فرم زیر است. 

)5(  ( ) ( )( )






 +−

++−
+

+
−= ....x

!
mmmmx

!
)m(mcy 42

4
312

2
11o  

  ( )( ) ( )( )( )( )






 +−

++−−
+

+−
−+ ...x

!
mmmmx

!
mmxc 53

1 5
4213

3
21  

]و فاصله همگرایی  1با توجه به رابطه بازگشتی، شعاع همگرایی برابر    باشد.  می  −,11[

  
( )( )

( )( ) 112
1121

=
++

++−
=

+
=

∞→∞→ nn
nmmLim

c
cLim

R n
n

n

n
  

)به فرم  (a)شود  چنان که مشاهده می ) )x(SmcxRcy m 1+= o
x(R(زوج باشد، سري  mباشد، که  می  m

یک چند  
باشد و هنگامی  به صورت یک سري می x(Sm(د و باش می mxهاي زوج تا  خواهد بود که فقط شامل توان mاي از درجه  جمله

)فرد باشد، سري  mکه  )xS m
x(R(باشد و  می mxهاي فرد تا  و شامل توان mاي از درجه  یک چند جمله  m

به صورت یک  
  سري است. 

m ،)x(Sبنابراین براي هر عدد درست نامنفی  m
x(R(یا   m

باشد، این چند  می nاي از درجه  (نه هر دو) یک چند جمله 
  نامند،  هاي لژاندر می اي ر مقادیر ثابتی ضرب شده اند چند جملهها را که د اي جمله

  نویسیم: ) را به فرم زیر می4رابطه بازگشتی (

)6(  ( )( )
( )( ) 21

12
2 −≤

++−
++−

= + mn,c
nmnm

nnc nn  

صفر را بر حسب  مخالفسپس تمام ضرائب 
mc آوریم. در این صورت ضریب  به دست می

mc باشد و مرسوم است  ثابت دلخواه می
  شود و  انتخاب می oC=1که 

)7(  22
2

)!m(
)!m(c mm =  

x(p(نـامیم و آن را بـا    مـی  mاي لژانـدر از درجـه    را چنـد جملـه   اي به دست آمده از معادله لژانـدر  جملهجواب چند  m
نمـایش   

  شود.   دهیم و به صورت زیر بیان می می

  ( )
( ) ( )∑







=α −−
−

−=
2

22
221

m

m
k

!km!km!k
!km)()x(pm

o

  

  با توجه به فرمول قبل داریم

  ( ) )xx()x(p),x()x(p,xxp,p 352
1132

11 3
3

2
21 −=−===o  

  نمود. شوند محاسبه هایی که ذیلاً معرفی می توان با استفاده از روابط فرمول اي لژاندر را می چند جمله
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  الف) فرمول، درمگیس 

)8(  ( )n

n

n

nn x
dn
d.

!n
)x(p 12

1 2 −=  

  اي لژاندر ب) تابع مولد چند جمله

x(p(اي لژاندر  چند جمله n
)در بسط مک لورن  nt، ضرائب  ) 21221 /tnt −

  باشند، یعنی  می −+

  ∑
∞

=

=
+− on

n
n t)x(p

txt 221
1  

  ب) روابط بازگشتی

)9(  111
12

11 ≥
+

−
+
+

= −+ n,)x(p
n

n)x(xp
n
n)x(p nnn  

  
)10(  11211 ≥+=′−′ −+ n),x(p)n()x(p)x(p nnn

  
  

)11(  11 1
2 ≥−=′− − n),x(np)x(nxpnp)x( nn  

  
)12(  11 ≥=′−′+ − n,)x(px)x(p)x(np nnn o  

  
)13(  111 ≥++′=′ + n,)x(p)n()x(px)x(p nnn

  
  

  روابط مهم

   الف) 

11 =)(p n
  

   ب) 

n
n )()(p 11 −=−  

   ج)

 oo =− )(p n )و  12 ) ( ) ( )
n...

n....p n
n 2642

123112 ××××
−×××

−=o  

   )د

 ( ) ( ) ( )xpnxp n
n 1−=−  
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   )هـ

 ∫− ≠=
1

1
nm,du)x(p)x(p mn o  

)   )و )∫− +
=

1

1
2

12
2

n
dx)x(pn  

ال مشتق چپ و مشتق راست موجود باشد) آنگاه در هر صاي و در نقاط انف کله (تابع پیوسته قطعهدر شرایط دیر fاگر تابع  قضیه:

11، در فاصله f(x)نقطه پیوستگی تابع  <<− x  داریم  

  ( )∑
∞

=

=
on

n xpnc)x(f  

  ∫−
+

=
1

12
12

xnn d)x(p)x(fnc  

)و در هر نقطه ناپیوستگی سري بالا، به  ) ( )[ ]oo −++ xfxf2
1

  باشد.  همگرا می 

)اگر : تست ) 1=xp o
x)x(pو   11و  1= ≤≤− x  باشد وγ+β+α= xx)x(p 2

γβαفرض شود، مقـادیر   2 ,, 

)چگونه باشند که  ) ( ) ( )xp,xp,xp x o1 .یک مجموع توابع مشاهده باشد  

2الف) 
1

2
3

−=β=α ,, o     (بo=γ=β=α ,, 2
3

2
5

  

8ج) 
3

8
30

8
35

=γ
−

=β=α 8د)   ,,
3

2
5

2
3

=γ=β=α ,,  

x(p() درست باشد زیرا 1حل؛ واضح است باید جواب ( α
اي  باشد و چند جمله می 2اي (زوج) لژاندر از درجه  یک چند جمله 

  باشد. o=βزوج است، لذا باید 

  ( ) ( ) ∫∫ −−
==

1

1 12
1

1 2 ooo xd)x(p)x(p,dxxpxp  

  ( )∫ ∫− −
=γ+

α
=γ++

α
=γ+β+

1

1

1

1
232 23

2
23 oxxBxdxxax  

  ( )∫ ∫− −
=β⇒=β=

γ
++

α
=γ+β+α

1

1

1

1
2342

3
2

234 ooxxbxxdxxx  

  روش توسعه یافته روي توانی، روش فروبنیوس

  تعریف؛ در معادله دیفرانسیل 
)9(  o=+′+′′ y)x(fy)x(fy)x(f 321  

123که در آن  f,f,f باشند، نقطه  اي می سه چند جملهax= گوئیم اگر  را یک نقطه منفرد میo=)a(f1  باشد و چنانچه
y) را بر ضریب 9طرفین (   تقسیم کنیم و آن را به فرم زیر بنویسیم: ′′
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)10(  ( ) ( )( )
( )

o=
−

+′
−

+′′ y
ax

xy
ax

xgy 2
8  

)و  ) ( )xg,xh  هر دو در نقطهax=  تحلیلی باشند در این صورت نقطهax= نامیم.  نفرد منظم میرا یک نقطه م  
  باشد: یک نقطه منفرد منظم باشد آنگاه معادله حداقل داراي یک جواب فرد زیر می o=x) نقطه 9اگر در معادله دیفرانسیل ( قضیه:

)11(  ∑
∞

=

≠=
o

o o
n

n
n

r c,xcxy  

y,y,yیک نقطه منفرد منظم معادله باشد و  o=xروش حل معادله: اگر  را در معادله جایگذاري کرده و سپس با مساوي  ′′′
و  rهاي هم توان، مقدار x قرار دادن ضرایب

nCکنیم با مساوي صفر قرار دادن ضریب کمترین توان  ها را محاسبه میn معادله ،
  آید،  شاخصی به صورت زیر به دست می

)12(  oo =+−+ )(hr))e(g(r 12  
با توجه به این معادله شاخص یک معادله درجه دوم با ضرائب حقیقی است سه حالت ممکن است رخ دهد حالت اول معادله شاخصی 

21داراي دو ریشه متمایز  rr   باشد؛ و تفاضل آنها عدد صحیح نباشد در این صورت معادله داراي دو جواب به صورت زیر می ≠

  ∑∑
∞

=

∞

=

==
oo n

n
n

r

n

nr xaxy,cnxxy 21
21  

21و جواب عمومی به فرم  ByAyy   شود. بیان می =+
ــاعف  حا ــه مضـ ــی ریشـ ــه شاخصـ ــت دوم؛ معادلـ ــرم     rلـ ــه فـ ــواب بـ ــه داراي دو جـ ــورت معادلـ ــن صـ ــد در ایـ ــته باشـ داشـ

∑∑
∞

=

∞

=

+==
1

2
121

n

n
n

n

n
n

r xaxLnxyy,xcxy
o

21باشد و جواب عمومی به فرم  می  ByAyy   است. =+

21حالت سوم معادله شاخصی داراي دو ریشه متمایز  rr   شود. و تفاضل آنها عدد صحیح است در این حالت دو جواب به فرم زیر بیان می <

  ∑∑
∞

=

∞

=

+==
oo n

n
n

r

n

n
n

r xaxLnxkyy,xcxy 2
121

1  

21شود و جواب عمومی به فرم  در ضمن در ضمن حل مسئله محاسبه می kمقدار  ByAyy   باشد.   می =+

)تست: معادله شاخص معادله دیفرانسیل  ) ( ) o=+′−+′′− yyxyxx   داراي؛ 131

  است. -1و  1هاي  ب) داراي ریشه    الف) ریشه مضاعف صفر است.

2و  oهاي  ج) ریشه
1

5و  -1هاي  د) ریشه    است. 
3

  است. 

oo) صحیح است؛ چون 1حل: گزینه ( =)(f1  1و
13

−
−

=
x
x)n(g  1و−

=
n

x)x(h ر دو در هo=x باشند  تحلیلی می

)سپس داریم؛ ریشه مضاعف  ) oo =−−⇒ rr    12فرمول  112
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)تست: یک جواب معادله دیفرانسیل  ) o=−+′−′′ yxyxyx   به فرم سري توانی عبارت است از: 12

الف) 
( )∑

∞

=on

n

!n
xx )ب)     2 )∑

∞

= +on

n

!x
xx 1

  

ج) 
( )∑

∞

=

−

+on

n

!n
xx 1

د)     1
( )∑

∞

=

−

on

n

!n
xx 1  

∑یک نقطه منفرد منظم لذا معادله حداقل داراي یک جواب به خود  o=kحل؛ 
∞

=

=
on

n
n

r xaxy 1باشد،  می−=)x(g  و

( ) xxh −= 11112ضاعف ریشه م 12هاي  با توجه به فرمول1 =⇒=+−− rr)(r o    

  ∑ ∑
∞

=

∞

=

+==
o on n

n
n

n
n kaxaxy 1   

  ( )∑ ∑
∞

=

∞

=

−+=′′+=
o on n

n
n

n
n nx)n(ay,xnay 11 11  

y,y,yبا جایگذاري    در معادله داریم  ′′′

  ∑ ∑ ∑ ∑
∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

++++ =+−+−+
o o o o

o
n n n n

n
n

n
n

n
n

n
n xaxax)n(anx)n(a 1211 11  

2ضریب   
11 xaaaa oo o =⇒=+  

  ) صحیح است. 1گزینه (

3x 22124ضریب   
α

=⇒=+ oo aaaa  

  عبارت است از: o=xهاي معادله شاخص معادله زیر در نزدیکی نقطه  ریشه: تست

  ( ) ( ) o=+′++′′+ yyxyxn 26112  

2و oب)   oو  -1الف) 
1

  -1و  2د)   2و  1ج)   

)یک نقطه منفرد منظم است زیرا  o=xحل؛  )x
x)x(g

+
+

= 12
)و  1 ) 1+

=
x

xxh  هر دو درo=x  تحلیلی هستند و با

  :داریم 12توجه به فرمول 

  2
112

12 ,yrr ooo =⇒=+





 −+  
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)هر گاه  iتست: در معادله دیفرانسیل  )xy ي باشد، جواب مستقل دیگر به صورت زیـر  رها به صورت س یکی از جواب 1
  خواهد بود. 

)الف)  ) ( )xyxxy 12 =  

)ب)  ) ( ) ∑
∞

=

+=
m

m
mkcLaxxyxy 12  

)ج)  ) ( )xxyxy 12 3=  

)د)  ) ∑
∞

=

++=
om

m
mkcbxaxxy 3

2  

)یک نقطه منفرد منظم است، زیرا  o=x) صحیح است زیرا 2حل؛ گزینه ( ) oo =1f  و( ) 1
13

−
−

=
x
xxg  و

( ) 1−
=

x
xxh  هر دو درo=x آوریم: هاي معادله شاخص را به دست می ) ریشه12باشند با استفاده از فرمول ( تحلیلی می  

  ( ) oooooo ,rr)(hr)(gr =⇒=⇒=+−+ 22 1  
  و بنابر حالت دوم و  فرمول آن داریم:

  ( ) ( ) ∑
∞

=

+=
1

12
m

m
mxnx xCLxyny o  

  شروع شود.  m=1اگر مجموع از 

  نوع اول و نوع دوم بسل، توابع بسلمعادله 

  هر معادله دیفرانسیل به فرم 

)13(  ( ) o=−+′+′′ yuxyxyx 222  
باشد، لذا معادله  یک نقطه منفرد منظم می o=xشود که  نامیم. ملاحظه می می بسلیک عدد است را یک معادله  uکه در آن 

  ) داراي جوابی به فرم 13(

)14(  oo
o

≠= ∑
∞

=

+ ckcy
n

n
n

3  

y,y,y، و با جایگذاري باشد می و ضرایب  rهاي هم توان، مقدار xدر معادله فوق و مساوي قرار دادن ضرائب  ′′′
nc توان  را می

)توان از فرمول  محاسبه کرد، از طرفی با توجه به اینکه معادله مشخص را می )( ) ( ) ooo =+−+ hrgr محاسبه نمود و  12

)چون  ) 1=xg  و( ) 22 uxxh   باشد. بنابراین معادله شاخص به فرم زیر می =−

)14(  ( ) ur,ururr −==⇒=+−+ 21
22 11 o  

اضل یک عدد صحیح باشد، تف rباشد و هنگامی که  o=uبا توجه به این ریشه ها، معادله وقتی داراي ریشه مضاعف است که 
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هر عددي باشد (در سه حالت) جواب اول  uدر قسمت قبل بیان شد، که هاي معادله شاخص عدد صحیح است. بنابر آنچه  ریشه

ur) 14باشد و اختلاف در جواب دوم است. حال اگر در ( ) می14معادله به فرم ( y,y,yقرار دهیم و  = ) 13را در ( ′′′
  آید.  دهیم، جواب اول به فرم زیر به دست میهاي هم توان را مساوي صفر قرار  xجایگذاري و ضرائب 

)  ) رابطه بازگشتی15( )( ) ,...,,n,
unn

CC n
n 212222 o=

+++
−

=+  

)16(  ( ) ( ) ( )( ) ....)
uu!

x
x

x(xCxy u +−
++×

+
+

−= 2122121 4

4

2

2

1 o  

چون 
oC  پارامتر اختیاري اي، موسوم است که  

  
)u(

C u 12
1

+Γ
=o  

  انتخاب شود، این انتخاب داریم

  ( )
( )12
1

2 ++Γ
−

= + ku!xk
C uk

k

k  

x(J(به دست آید این جواب را  بسل) یک جواب خصوصی معادله 14با جایگذاري این ضرائب در ( u
دهیم و معروف به  نمایش می 

Rxاست و به ازاي تمام مقادیر  uنوع اول از مرتبه  سلبتابع  x(J(همگرا است و  ∋ u
  شود. با فرمول زیر بیان می 

)17(  ( )
( )∑

∞

=
+ ++Γ

−
=

om

m
um

m
u

u x
mu!m

x)x(J 2
2 12

1  

  کنیم.  نوع اول را بیان می بسلاز روابط مهم بین توابع  بخشیدر زیر 

)18(  ( ) ( ) ( ) N|n,xJxJ x
n

n ∈−=− 1  

)19(  ( ) ( )xJx)x(Jx u
u

u
u

1−=
′

  

)20(  )x(Jx))x(Jx( u
u

u
u

1+
−− −=′  

)21(  )x(J
x
u)x(J)x(J uuu

2
11 =+ +−  

)22(  )x(y)x(J)x(J uuu ′=− +− 211  

)23(  ∫ +=− c)x(Jxd)x(Jx u
u

nu
uj

1  

)24(  ∫ +−= −
+

− C)x(Jxdx)x(Jx u
u

u
u

1  

)25(  ∫ ∫ −= −+ )x(Jdx)x(Jd)x(J uuxu 211  

باشد و معادله داراي یک  باشد معادله شاخص داراي ریشه مضاعف می o=uهمان طور که بیان شد، اگر  تابع بسل نوع دوم؛

x(J(جواب به فرم  o
n/u/x(Jy(باشد، براي تعیین جواب دوم، آن را به فرم  می  o=2 گیریم ولی در عمل بهتر  در نظر می
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  است جواب دوم را به فرم زیر در نظر گرفت.

)26(  ∑
∞

=

+=
1

2
m

m
mnaLnx)x(J)x(y o  

′′+′+=oدله و مشتقاتش در معا 2yبا جایگذاري  xyyyx ضرایب ،
na کنیم، حال اگر به جاي جواب دوم،  را تعیین می

)هاي اول و دوم به صورت  ترکیب خطی از جواب ))x(bj)x(ya o+2 16گیریم با  در نظر می
2

=a  2وLnb −γ=  کهγ 

x(y(باشد و این جواب را با  ثابت اولد می o
  آید. و جواب معادله دوم از رابطه زیر به دست می 

)27(  ∑
∞

=

−+=
om

m
m

n
n xaxLnx)x(kJ)x(y2  

′′+′+−=oو مشتقاتش در معادله 2yبا جایگذاري  y)nx(yxyx و ضرائب  222
na  وk کنی، حال به جاي جواب  را پیدا می

x(by)x(y(a(هاي اول و دوم به صورت  دوم ترکیب خطی از جواب n+2 گیریم،  را در نظر میa,b  مانند حالتo=u  تعریف
x(y(شوند و جواب را با  می n

  باشد.  به فرم زیر می uدهیم. شکل کلی جواب دوم به ازاي تمام مقادیر  نمایش می 

)28(  ,...,,u)),x(JucosJ(
usin

)x(y)a uun 211 o≠−π
π

= −  

  ,...,,n),x(yLim)x(y)b unun 21o==
→

  

معروف است. توجه؛ روابط بیان شده در مورد تابع نوع اول،  uیا تابع نیومن مرتبه  uبه تابع دوم از مرتبه  بسله این جواب معادل
x(y(بدون تغییر براي  n

  نیز برقرار است. 
   بسلتوجه؛ جواب عمومی معادله 

  ( ) o=−+′+′′ yuxyxyx 222  
  شود. به فرم زیر بیان می

)29(  ( ) )x(ByxAJy uu +=  
  عدد صحیح مثبت، منفی و یا صفر)  nنوع اول داریم ( بسلبراي توابع تست: 

x(J)()x(J(الف)  n
n

n )x(Jx))x(Jx(ب)  −=−1
dx
d

n
n

n
n

در این صورت  =−1
dx

)x(dJ n :برابر است با  

)الف) ) ( )n n
n J x J x
x −− 1

2
  

x(J)x(J(ب)    nn 11 2
1

2
1

+− −  

)ج) ) ( )n nxj x nJ x− )د)     1− ) ( )n nnJ x xJ x+− 1  

  داریم» ب«حل؛ با توجه به 

  )x(Jx)xJx)x(Jnx n
n

n
n

n
n

1
1 9 −

− =′+  
  ) داریم:21با استفاده از فرمول (

http://www.SANJESH.IR


 معادلات دیفرانسیل
WWW.SANJESH.IR     »119« 

 

)x(J
x
n)x(J)x(J nnn −=′⇒ −1  

  )x(J)x(J))x(J)x(J()x(J)x(J nnnnnn 11111 2
1

2
1

2
1

+−+−− −=+−=′  

   

http://www.SANJESH.IR


  معادلات دیفرانسیل
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«120» 

  ها  معادلات با استفاده از سري حلهاي  تست

)اگر جواب معادله  -1 ) o=−+′+′′ ynxyxyx x(C)x(JC(برابر  222 y
nn 21 x(J),x(y(باشد که  + nn

به ترتیـب   

)توابع مدل نوع اول و دوم هستند، در این صورت جواب معادلـه   ) o=−λ+′+′′ ynxyxyx بـه چـه صـورت     2222
  است؟

x(yc)x(Jc(الف)  nn 21 +λ   (ب)x(yc)x(Jc nn λλ + 21  

x(yc)x(Jc(ج)  n λ+λ   د) هیچ کدام   221

∑اگر  -2
∞

=

+=
on

n
nxay ′′+′+−=o بسلجواب معادله  2 y)ux(yxyx   برابر است با؛ rباشد آنگاه مقدار  222

  u,u+1د)   ±u ج)  u,u−1ب)   u±1الف) 

ــیل   -3 ــه دیفرانسـ )معادلـ ) o=− ynx 12 +′+′′ yxyx 44 ــر    2 ــت اگـ ــروض اسـ )مفـ ) usin
x

xJ 16
2
1 = 

( ) xcos
x

xJ /
16

21   باشد جواب عمومی معادله کدام است؟ −=

الف) 
x
xcosB

x
xsinAy ب)   =+

x
xcosB

x
xsinAy 22

+=  

ج) 
x

xcosB
x

xsinAy د)   =+
x

xcosB
x

xsinAy 22
+=  

ــر  -4 )اگـ )xy )و  1 )xy ــه    2 ــف معادلـ ــخ مختلـ ــلدر پاسـ ــه  بسـ ــارامتر   uمرتبـ ــا پـ باشـــند  λبـ

o=−λ++ y)ux(
dx
dyx

dx
dx 222

2

2
  داشته باشیم 2

  
( ) ( ) ( ) ( )( )∫ −

=
xdyxyxdyxy

e)x(F 1221
  

  کدام یک از روابط زیر صحیح است؟

x(F(kxب)     X(F(α=kxالف)  =  

x(F(xeج)  λ=     (دnn)x(F λ=  
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  از توابع زیر جوابی براي معادله دیفرانسیل زیر است؟کدام یک  -5

  ( ) o=−+′+′′ yxyxyx 19499 42  

)الف)  )2
3 xJy )ب)     = )2

3
1 xJy =  

)ج)  )xJy د)     =3
3
1Jy =  

)هر گاه جواب معادله  -6 ) o=−+′+′′ yuxyxyx   به صورت زیر باشد 222

  )x(JC)x(Jcy uu −+= 21  )21 c,c (مقادیر ثابت هستند  

o= آنگاه جواب معادله





 −+′+′′ y

x
ny

n
y 2

  :برابر است با 11

x(BJ)x(JA(الف)  111 nx(BJ)Ax(AJ(ب)   +− 11 −+  

x(ج) 
n
n(BJ)x

n
n(AJ 411 x(BJ)x(AJ(د)   +− 88 11 −+  

  با توجه به رابطه بازگشتی -7

)x(xJ)x(nJ)x(xJ)x(nJ nnnn 11 −+ x(J(براي  −=−+ n
)z,n(تابع مبدل نوع اول   مقدر انتگرال زیـر چـه    ∋

  قدر است؟

        ∫
1

1
2

o
dr)r(Jr    

)الف)  )12J   (ب)(J 1o
JJ)(ج)    121 J)(J)(د)   − 11 1−o

  

  نوع اول داریم بسلبراي توابع  -8

  ( )[ ]xJxJ)x(Jx
dx
d

k
k

k
k

1+
−− −=  

)در این صورت  )[ ]xJ
dx
d

x  :برابر است با  

x(kJ)x(J(الف)  kk x(J(ب)     ++1
x

)x(J
x
k

kx 1
1

++  

x(J)x(J(ج) 
x
k

kk x(J(د)     −+1
x
k)x(J kk 1+−  
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)وضعیت نقاط تکین معادله دیفرانسیل   -9 ) o=−′+′′− yyyxx   عبارتست از؛ 12

  منظم است. x=1منظم و  o=xالف) 

  منظم است. x=1نامنظم و  o=nب) 

  اند. هر دو نامنظم n=1و  o=xج) 

  اند. هر دو منظم x=1و  o=xد) 

)و  o>xجواب عمومی معادله دیفرانسیل  -10 ) o=+−′+′′ yxynyx 12   کدام یک است؟ 2

∑الف)   ∑
∞

=

∞

=

+=
o on n

n
n

n
n xbcxaxcy 2

3
1

1  

∑ب)  ∑
∞

=

∞

=

+=
o on n

n
nan

n
n xbLcxaxcy 21  

∑ج)  ∑
∞

=

∞

=

−
+=

o on n

n
nn

n
n xbxcxaxcy 2

1

1  

∑د)  ∑
∞

=

∞

=

−− +=
o on n

n
n

n
n xbxcxaxcy 2

1

2
1

1  

  در معادله دیفرانسیل زیر نوع نقاط تکین را مشخص کنید.   -11

  ( ) ( ) o=+′−+′′− yykxyxx 23 112  
  اند. هر دو منظم n=1و  o=xالف) 

  اند. هر دو نامنظم n=1و  o=xب) 

  منظم است. n=1نامنظم و  o=xج) 

  نا منظم است. n=1منظم و o=xد) 

′′+′+=oدو جواب مستقل معادله زیر  -12 yyyx   به چه صورتی هستند؟ 23

∑الف)  ∑
∞

=

∞

=

==
o on a

n
n

n
n xby,xaxy 2

3
1

1  

∑ب)  ∑
∞

=

∞

=

− ==
o on a

n
n

n
n xby,xaxy 2

1
1  

∑ج)  ∑
∞

=

∞

=

− ==
o on a

n
n

n
n xbxy,xaxy 3

1

2
2

1  

∑د)  ∑
∞

=

∞

=

+==
o on a

n
n

n
n xbLnx)x(yy,xay 121  
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+′′−′+=oمعادله شاخص یا اندیسی معادله دیفرانسیل  -13 yyy)x(x   داراي 4423

3هاي صفر و  الف) ریشه
5

3و  -1هاي  ب) ریشه  است. 
5

  است.

3ج) ریشه مضاعف 
5

5و  -1هاي  د) ریشه    است. 
3

  است. 

)هاي معادله شاخصی  ریشه -14 ) o=++′−′′ yxyxyx   عبارت است از: o=uدر همسایگی  432

   -2و  2د)   2و  2ج)   oو  2ب)   oو  4الف) 

  در جواب مستقل معادله دیفرانسیل زیر به کدام صورت است؟ -15

  ( ) oo >=++′+′′ x,yxyxyx 132  

)الف)  )∑ ∑
∞

=

∞

=

==
o on n

n
n

n
n xa

x
xy,xb

x
)x(y 11

12  

)ب)   )∑ ∑
∞

=

∞

=

==
o on n

n
n

n
n xaxy,xb

x
)x(y 12

1  

)ج)  )∑ ∑
∞

=

∞

=

=+=
o on n

n
n

n
n xaxy,xbLnx)x(y)x(y 112  

)د)  )∑ ∑
∞

=

∞

=

=+=
o on n

n
n

n
n xa

n
xy,xb

x
Lnx)x(y)x(y 11

112  
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  ها  هاي حل معادلات با استفاده از سري پاسخ تشریحی تست
xzحل؛ با استفاده از تغییر متغیر  -1 λ= داریم  

  
zd

dy
du
zd,

zd
dy

dx
dyy,dxdz,xz λ===′λ=λ=  

  2

2
2

2

2

dz
yd

dx
dz,

dz
ydy λ=λ=′′  

  با جایگذاري دو معادله داریم

  2

2
2

2

2
2

zd
yd

zd
dyz

zd
ydz λ=+  

  شود.  به صورت زیر بیان می 29و جواب عمومی  با استفاده از فرمول 
  )x(by/)x(AJy)z(By)z(AJy nnnn λ++λ+=+=  

  ) صحیح است.3) گزینه (14با استفاده از فرمول ( -2

′′+′+o=−λحل؛ حل معادله دیفرانسیل به صورت کلی  -3 y)ux(yxyx zxبا تغییر متغیـر   2222 =λ  بـه  بـدیل  قابـل ت

ــه  ــلمعادلـ ++−=o بسـ y)uz(
zd

dyz
zd

dz 22
2

2
ــی 2 ــورت    مـ ــه صـ ــده بـ ــیل داده شـ ــه دیفرانسـ ــون معادلـ ــد چـ باشـ

o=−+′+′′ y)x(yxyx 4
12 zxباشد، لذا با تغییر متغیر  می 22 اسـت و جـواب عمـومی     بسلقابل تبدیل به معادله  2=

  باشد.   آن به فرم زیر می

  ( ) )x(JB)x(JAxy 22
2
11

2
11

−
+=  

  
x

xcosB
n

xSinAxcos
x

BxSin
x

A)x(y 222
2

2
2 11 +=

π
+

π
=  

  کند و داریم: هاي معادله هستند لذا در معادله صدق می جواب 2yو  1yچون  -4

  




=−λ+′+′′

=−λ+′+′′

o
o

2
222

22
2

1
222

11
2

y)ux(yxyx
y)ux(yxyx

  

  کنیم و داریم  ضرب و از یکدیگر کم می 1yو معادله دوم را در  2yمعادل اول را در 

  o=′−′+′′−′′ )yyyy(x)yyyy(x 12211221
2  

  LncLnxyyyyL
xyyyy

yyyy
n +−=′−′⇒

−
=

′−′
′′−′′

1221
2112

2112 1  

  ∫ +=′−′⇒=′−′ ccLnxyyyy
x
cyyyy 12211221  

  ccxlnC kxe)x(F == + 1  
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′′+′+−=o) صحیح است، به طور کلی معادله دیفرانسیل 2گزینه ( -5 y)ux(ynyx 242 با استفاده از تغییر متغیر  4

2xz ++−=o بسلقابل تبدیل به معادله  = y)uz(
zd

dyz
zd
ydz 22
2

2
 9 را برباشد حال اگر طرفین معادله داده شده  می 2

9داریم  کنیم و تقسیم می
12 =u ,u 3

1
x(By)x(AJy(بنابراین جواب عمومی معادله به فرم  = 2

3
1

2

3
1   باشد.  می =+

)کنیم  ضرب می 2xطرفین معادله را در  - 6 ) o=−+′+′′ yxyxyx 18 zxبا توجه به تغییر متغیر  22 معادله فوق  8=

++−=o  شود.  زیر تبدیل می بسلبه صورت معادله  y)z(
zd

dyz
zd
ydz 12
2

2
2  

  داریم  u=2) و 23حل با استفاده از فرمول ( -7

  ∫ ∫=
1 1

22
2

1
2 12

o o
)(J)(Jrdr)r(Jr  

  ) صحیح است.1گزینه (
  حل؛ -8

  [ ] [ ])x(J
dx
dx)x(Jkx)x(Jx

dx
d

k
k

k
k

k
k −−−− +−= 1  

  )x(Kx k
k

1+
−−=  

  [ ] )x(J)x(J
dx
d)x(J

x
k

kkk 1+−=+−  

  [ ] )x(J)x(J
x
k)x(J

dx
d

kkk 1+−=  

  ) صحیح است. 3پس گزینه (
′′+′+=o) صحیح است، نکته؛ اگر در معادله 2حل؛ گزینه ( -9 y)x(py)x(py)x(p یک نقطه منفرد « =axنقطه  321

x(p(حال طرفین را بر  p1)o=)aنامیم اگر  (تکین) می   نویسیم. کنیم و معادله را به فرم زیر می تقسیم می 1

  ( ) ( )
( )

o=
−

+′
−

+′′ y
ax

xhy
ax

xgy 2  

)اگر توابع  ) ( )xg,xh  هر دو درax=  تحلیلی باشند، آنگاهax= نامیم (تابع  را یک نقطه منفرد منظم می)x(k  در
ax= (.تحلیلی است، اگر در این نقطه داراي بسط تیلور با شعاع همگرایی بزرگتر از صفر باشد  

yحل: طرفین را بر ضریب    کنیم.  تقسیم می ′′

  ( ) ( ) o=
−

−′
−

+′′ y
xx

y
xx

y 1
1

1
1

22  

( ) ( )xx
xg

−
= 1

)تابع  1 )xg  درo=xباشد، لذا  تحلیلی نمیo=x  یک نقطه تکین نامنظم است ولی توابع
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2
1
x

)x(g )و  = ) 2
1
x

xxh −
  باشد.  یک نقطه تکین منظم میx=1باشند، لذا  حلیلی میت x=1هر دو در  =−

  یک نقطه منفرد منظم است زیرا o=x) صحیح است. 3گزینه ( -10

  o=
+

−′+′′ y
x

xy
x

y 22
1

2
1

  

2و توابع 
1

=)x(g ( ) ( ) ,xxh 2
1+−

  دهیم.  باشد حال معادله شاخصی را تشکیل می تحلیلی می o=xدر نقطه  =

  ( )( ) ( )






−=

=
⇒=−−⇒=+−

2
1

1

2
1

2
11

2

1
22

r

r
rrhregr ooo  

2چون 
3

21
−

=−rr به صورت:ها  باشد پس جواب ها عدد صحیح نمی و تفاضل ریشه  

∑ ∑
∞

=

∞

=

−
==

o on n

n
n

n
n xaxcy,xbxCy 11

2
1

22   

  باشند.  می
  کنیم.  را بررسی می o=xباشند حال نقطه  x=1و  o=xتوانند نقاط  ) صحیح است، نقاط تکین می4حل گزینه ( -11

  ( ) ( )
o=

−
+′

−
+′′ y

xx
y

xx
y 32 1

1
1

1  

)تابع  )
( )

( ) 1
1

1
1

3 −
=

−
=

x
xg,

x
xh  هر دو درo=x  تحلیلی هستند لذاo=x باشد، براي  یک نقطه منفرد منظم می

)، توابع x=1بررسی نقطه  )
u

xg 1
)و  = ) ( )1

1
2 −

=
xx

xh  را باید بررسی نمود چون تابع( )xh  1در=x  تحلیلی

  نقطه منفرد نامنظم است.  x=1باشد لذا  نمی
  

y) صحیح است، با تقسیم طرفین بر ضریب 1حل گزینه ( -12   داریم. ′′

  o=+′+′′ y
x
xy

x
y 233

2
  

)چون توابع  ) 3
2

=xg  و( ) 3
xxh یک نقطه منفرد منظم است حال معادله  o=xباشند لذا  تحلیلی می o=xهر دو در  =

  دهیم.  شاخصی را تشکیل می

  ( )( ) ( ) oooo =+





 −+⇒=+−+ 13

21 22 rrhegrr  
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  3
1

3
1

21
2 ==⇒=−⇒ r,rrr oo  

  شود.  تقل به صورت زیر بیان میهاي مس باشد، لذا جواب چون تفاضل در ریشه مقدار صحیح نمی

  ∑∑
∞

=

∞

=

==
oo

o

n

n
n

n

n
n xbky,xaxy 3

1

21  

  نویسیم؛ فرم زیر می به) صحیح است، ابتدا معادله را 1حل؛ گزینه ( -13

  
( ) ( ) o=+′+′′ y

x
xhy

x
xgy 2  

  ( ) ( ) o=
+

+′
+

−′′ y
xx
xy

xx
y 233

4
233

4
2  

( ) ( ) ( ) ( )233
4

233
4

+
−

=
+

=
x

xg,
x
xxh  هر دو درo=x باشند.  تحلیلی می  

  ( ) ( )( ) ooo =+−+ ggrr 12 |  

  3
513

22 ==⇒=+





 −−+ r,rrr ooo  

  :نویسیم ) صحیح است ابتدا معادله را به صورت زیر می3حل گزینه ( -14

  ( ) ( ) 4343
2 +=−=⇒=

+
+′−′′ xxh,xgy

x
xy

x
y o  

  ( )( ) ( ) ( ) ooo =+−−+=+−+= 41361 22 rhgrr معادله شاخصی  
2442ریشه مضاعف    =⇒=+−= rrr o  

  
  دایم.  2xباشد زیرا با تقسیم طرفین بر  یک نقطه منفرد منظم می o=x) صحیح است، 4گزینه ( -15

  o=
+

+′+′′ y
x

xy
x

y 2
13

  

( ) ( ) 31 =+= xg,xxh  هر دو درo=x آوریم.  هاي معادله شاخص را به دست می باشد ریشه تحلیلی می  

)  ریشه مضاعف  )( ) ( ) ( ) 11131 22 =→=+−+⇒=+−+ rrrhgrr oooo  

  ∑ ∑
∞

=

∞

=

−− +==
on n

n
n

n
n xbxLnxyy,xaxy

1

1
12

1
1  
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  هاي تألیفی بخش سوم  تست

)عدد مثبتی و تابع  4فرض کنید  -1 ) 4
1

4 =xf  براي( ) 424 ≤= xe,xf o  4اگر>x    باشـد در ایـن   تعریـف شـده

)صورت  )[ ]xfLLim 44 o→
  کدام است؟  

ج)   e−4ب)   1الف) 
s
  د) صفر  1

]تبدیل لاپلاس  -2 ]xx)x(f   کدام است؟ =−

)الف)  )s

s

es
se

−
−−

1
1

)ب)   2 )1
1
−
+−

s

s

es
se   (ج( )1

1
2 −

−−
s

s

es
se   (د( )s

s

es
se

−
−−

1
1  

)وجود دارد که  x(sf(براي کدام تابع زیر  -3 ) ( )[ ]xfsF   شود؟ =1

)الف)  ) 4
1

2 ss
sF

+
= ( ) 4

π
=sF   (ج( ) 12 +

=
π−

s
esF

s

)د)    ) 12

2

+
=

s
ssF  

)تبدیل لاپلاس معکوس  -4 )
ess

ssF 24
46

2 +−
−

  کدام است؟ =

tsinetcoseالف)  tt 22 tsinetcoseب)   + tt 4246 22 +  

tsinetcoseج)  tt 3622 2 tsinetcoseد)   + tt 4244 +  

xcos)x(fتبدیل لاپلاس  -5   کدام است؟ =32

)الف)  )36
18

2

2

+
++

ss
ss   (ب( )36

36
2

2

+
++

ss
ss   (ج( )362

18
2

2

+
++

ss
ss   (د( )362

36
2

2

+
++

ss
ss  

∫حاصل انتگرال  -6
∞

−

o x
xsine x 32

  کدام است؟   

2الف) 
3Ln   (3ب

21−tan   (2ج
31−tan   (3د

2Ln  

)تبدیل لاپلاس معکوس  -7 )( )13
1

2 +−
=

ss
)s(F :عبارت است از  

)الف)  )xcosxsine x −− 310
1 )ب)   3 )xcosxsine x +−3210

1 3  

)ج)  )xsinxcose x −+ 3210
1 )د)   3 )xsinxcose x −− 310

1 3  
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)جواب معادله انتگرالی  -8 ) ( )∫ −+=
x

dttxsintyx)x(y
o

  کدام است؟ 3

)الف)  ) 43

12
1 xxxy )ب)     =+ ) 43

12
1 xxxy −=  

)ج)  ) 53

20
1 xxxy )د)     =− ) 53

20
1 xxxy +=  

) انتگرال و دیفرانسیلجواب معادله  -9 ) ( ) ( ) ∫ =++′=
x

dt)t(yxyxy,ey
o

  کدام است؟ 3231

)الف)  ) xx eexy −+= )ب)     22 ) xx eexy 2−−=  

)ج)  ) xx eexy 22 −− )د)     =− ) xx eexy 2−− +=  

∫حاصل انتگرال  -10
∞ −

o
xdxcosxe x   کدام است؟ 25

481الف) 
841ب)   27

481ج)   25
841د)   23

21  

)اگر  -11 ) ( ) ooo =′= yy  باشد جواب معادله دیفرانسیل( )xuyy π=+′′ که در آن  2
π2u اي واحد است  تابع پله

  برابر است با:

)الف)  ) ( ) ( )xuxcosxy π−= )ب)   21 ) xcosxy −= 1  

)ج)  ) xcosxy )د)     =−21 ) ( )xxusinxy π= 2  

جواب عمومی دستگاه معادلات دیفرانسیل  -12




+=′
+=′

212

211

4
32
xxx
xxx

  کدام است؟ 

الف) 




+=

+−=
tt

tt

ececx
ececx

5
212

5
211 3

ب)   




+=

+=
t

t

ecetcx
ecetcx

5
12

5
211

22
3

  

ج) 




+=

+=
t

tt

ecetcx
ececx

5
12

5
211

23
3

د)     




+=

−=
t

tt

ecetcx
ececx

5
12

5
11

223
23

  

س معکوس تابع تبدیل لاپلا -13
( )( )44

45
2

2

++
++

=
ss
ss)s(F  درo=t کدام است؟  

2ب)   1الف) 
3

2ج)   −
5

  5د)   −
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)اگر  -14 ) ( )1
1
22 +

=
ss

sF  :باشد( ){ }sFL1− :برابر است با  

)الف)  ) tsinttf )ب)     =− ) tcosttf +=  

)ج)  ) tsinttf −= )د)     2 ) tcosttf += 2  

scot(ar)s(F(تبدیل لاپلاس معکوس  -15   کدام است؟ =+4

tcoseالف) 
t

t 21 tsineب)     4
t

t 21 4  

tcoseج) 
t

t41 tsineد)     −
t

t41 −  

)اگر  -16 ) ( ) ooo =′= yy ي دیفرانسیل  جواب معادلهtsinyy 324   کدام است؟ ′′+=

الف) 








++
−

1610
4

2
1

ss
L   (ب









++
−

3613
6

24
1

ss
L  

ج) 








++
−

167
4

2
1

ss
L     (د









++
−

369
6

24
1

ss
L  

معکوستبدیل لاپلاس  -17







−
+

= 1
1

s
sLn)s(F کدام است؟  

)ee(الف)  tt −−2
)ب)     1 )tt ee

t
−−

1  

)ج)  )tt ee
t

−+
)د)     1 )tt ee −+2

1  

)مقدار انتگرال  -18 )
∫

∞
− −

o
dt

t
tcose t 1

  کدام است؟ 

  3Lnد)   2Lnج)   3Lnب)   2Lnالف) 

xsine)t(fتبدیل لاپلاس  -19 x   کدام است؟ =−23

136الف) 
2

2 ++ ss
1362ب)      ++ ss

s  

1342ج)  +− ss
s     (136د

2
2 +− ss
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3لاپلاس معکوس  -20
1

+
+

=
s
sLn)s(F کدام است؟  

)الف)  )xx ee
x

−− −3
2

)ee(ب)     1
x

xx −− −21  

)ee(ج) 
x

xx 31
)د)     −+ )xx ee

x
3

2
1

+−  
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  هاي تألیفی بخش سوم  جواب
  ) صحیح است. 1گزینه (  -1

  ( )[ ] ( ) ∫∫
−

=== −∞ − 4
44 4

1
4
1

oo s
edxedxxfexfL

se
sxsx  

  بنابر قاعده هوپیتال داریم:

  ( )[ ] 11 4

44

4

44
==

−
=

−

→

−

→ s
SeLim

s
eLimxfLLim

ss

oo
  

  ) صحیح است.3گزینه ( -2

]ابتدا  ]( )XL یابیم: را می  

  [ ]( ) [ ]∫ ∫ ∫
∞ −−− ++==
o o o

o
1 21 ...dxedxedxxxL sxsxsx

e  

  ( ) ( )1
1

14
1

4
1

4
2

−
=

−
=++=

−

−
−−

ese
e....e s

s
ss  

  [ ] ( ) ( )1
11

1
11

4242 −
−−

=
−

−=⇒
es

e
ess

)x(fL
s

  

  ) صحیح است.4گزینه ( -3

],(ي  بر بازه  f(x)فرض کنید  +∞o اي از مرتبه نمایی باشد اگر  پیوسته قطعه[ ] )s(F)x(fL =oآن گاه  =
∞→

)s(FLim
S

کـه   

  چنین چیزي برقرار نیست.   4در گزینه 
  ) صحیح است.2گزینه ( -4

  ( )
( ) ( ) 162

42
162

26
22 +−

×
+

+−
−

ss
ss(F  

  tsinetcose)x(f tt 4246 22 +=  
  ) صحیح است.4گزینه ( -5

  )xcos(xcos)x(f 612
132 +==  

  [ ] [ ]xcosLL)s(f 62
112

1
+=  

  ( )362
36

362
1

4
1

2
1

2

2

2 +
++

=
+

+=
ss

ss
s

s..  
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  ) صحیح است.3گزینه ( -6

  ( ) ( ) ( )∫ ∫
∞ ∞

=
o o

sdsfdx
x
xf  

xsine)x(fکنیم  فرض می x   باشد در این صورت: =−32

  
( ) ( )∫ ∫

∞ ∞

+
+

=
++

=⇒
++

=
o o 13

2
3
4

92
3

92
3

2
22

)s(

d

s
dxI

s
s(f  

zsاگر فرض 
=

+
3

2  

  ∫
∞ −−− ==−

π
=

+
=⇒

3
2

111
2 2

3
3
2

3
2

21 tancottan
z

zdI  

  ) صحیح است.1گزینه ( -7

  ) داریم:کانولوشنگیري تلفیقی ( ي انتگرال با استفاده از قضیه

  { } { } ( )( ){ }xhgLxsinLeL
s

.
s

s(F *x ==
+−

3
2 1
1

3
1  

)که در آن  ) ( ) xexy,xsinxh   پس: ==3

  ( ) ( ) ( )[ ]∫ −+−
+

=−==
x x

t
t* txcostxsinedttxsine)x(hg)x(f

o o3191
3

3  

  xcosxsine x

10
1

10
3

10
1 3 −−=  

  ) صحیح است.4گزینه ( -8

  گیریم؛ میاز دو طرف تبدیل لاپلاس 

  ( )[ ] [ ] [ ] ( )[ ]xyLxsinLxLxyL += 3  

  6424
33

1
13

s
!

s
!yy

ss
!y += →

+
+=  

  ( ) 53

20
1 xxxy +=⇒  

  ) صحیح است.3گزینه ( -9

  گیریم: تبدیل لاپلاس می

  پس از حل معادله
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  ( )
s

y
s

yeysy 3123 =++−  

  xx eey
ss

y 222
1

1
2 −− −⇒

+
−

+
=  

  ) صحیح است.4گزینه ( -10

  با مقایسه این انتگرال با تبدیل لاپلاس داریم:

  ∫
∞ − ==
o

)(Fdx)x(feI x 55  

  
( )22

2

2 4
4

42
+

−
=′

+
−=⇒=

s
s)

s
s()s(fxcosx)x(f از طرف دیگر  

  
( ) 841

21
425
4255 2 =

+
−

== )(fI  

  ) صحیح است.1گزینه ( -11

  
s

sey)()(syS π
=+−−

−2
2 oo  

  1
11

2
2

+
−=⇒ π−

ss
ey s 

 xcos)x(f
s

s.
ss

.
s

)s(f −=⇒
+

=
+

= 11
1

1
11

22  

  ي دوم انتقال دادیم: بنابر قضیه

  [ ] )x(u)x(f)s(FeLy s
π

π−− π−== 2
21 2  

  [ ] )x(u)xcos()x(u)xcos(( 2162 121 −=π−−= π
  

  ) صحیح است.1گزینه ( -12

  معادله مشخصه چنین است:

  




=λ
=λ

→=+λ−λ=
λ−

λ−
5
15641

32
2

12 o  

  




=+
=+

⇒




=λ−+
=+λ−

⇒=λ
o
o

o
o

BA
BA

B)b(Aa
BbA)a(

3
31

22

11
1  

  باشد آنگاه:A=−3و  B=1که تعداد نامتناهی جواب دارد اگر 

  




==

−==
λ

λ

tt

tt

eBey
eAex

1

1 3
  جواب غیر بدیهی  
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  13352 == →




=−
=+−

⇒=λ BA
BA

BA
o

o  

  




+−

+−=
→





==

==
⇒

λ

λ

tt

tt

tt

tt

ececx
ececx

eBey
eAex

5
212

5
211

5

5 3
2

2

 

  ) صحیح است.5گزینه ( -13

  4
3

44
4

22 +
−

+
+

+
=

ss
s

s
)s(F  

  { } tsintcose)s(FL t 22
324 41 −+= −−  

  514 =−+= oo)(f  
  ) صحیح است.1گزینه ( -14

  ∫ −==








+
⇒=









+
−− copsxdxsin

s
.

s
Ltsin

s
L 11

11
1

1
2

1
2

1
  

  ( ) ∫ −=−=








+
− t

tsintdx)xcos(
ss

.
s

L
o

11
11

2
1  

  ) صحیح است.4گزینه ( -15

  
( )241

1
++

−=′
S

)s(F  

  { } tsine
ts

Le
t

)s(FL
t

)t(F tt 4
2

141 1
1

111 −−−− =
+

=′−=  

  ) صحیح است.2گزینه ( -16

  { } { } { }tsinLyLyL 324 =+′′  

  9
64 2

2

+
=+′−−

s
y)e(y)e(syys  

  ( )( ) 3613
6

94
6

9
64 24222

2

++
=

++
−

=⇒=+
ssss

y
s

yys  

}در نتیجه  }36136 241 ++= − ssL :بنابر قضیه کندولوشن داریم  

  )tsintsin( 322
3

5
26 −=  
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  ) صحیح است.2گزینه ( -17

  )s(Ln)s(Ln)s(F 11 −−+=  

  { } ( ) 







−
−

+
−=′−=+ 1

1
1

1
ss

sF)t(f:  

  tt ee
ss

L)t(tf −− −=








+
−

−
= 1

1
1

11  

  ) صحیح است.3گزینه ( -18

  )tcos(e)t(f t −= − 1  

  { }
( ) 11

1
1

1
2 ++

+
−

+
==

s
s

s
)s(F)t(fL  

  ∫ ∫
∞ ∞

=
o o

ds)s(Fdt
t

)t(f  

  ∞++−+= oJ)))s((Ln)s(Ln( 112
11 2  

  
( )

22
1

11
1 2
2

LnLnJ
s
sLn ==

++

+
= ∞

o  

  ) صحیح است.1گزینه ( -19

  { } 4
22 2 +

=
s

xsinL  

  { }
( ) 136

2
43

22 22
3

++
=

++
== −

sss
xsineL)s(F x  

  ) صحیح است.2گزینه ( -20

  )S(Ln)s(Ln)s(F 31 +−+=  

  3
1

1
1

+
−

+
=′

ss
)s(F  

  { } { } 3
1

1
1 3

+
=

+
= −−

s
eL,

s
eL xx  

  { } { }








−=−=′
−−

−−

x
ex

x
exLeLeL)s(F

xx
xx

3
3  

  ( ){ } ( )xx ee
x

sFL
x

−−− −=′−⇒ 31 11  
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  فصل چهارم: تبدیل لاپلاس
1 

  ) تعاریف اولیه:

)تبدیل لاپلاس تابع  )f t  که آن را با نماد( )L f t    یا( )F s شود: دهیم به صورت زیر تعریف می نشان می  

( ) ( ) ( )st

o
F s L f t e .f t dt

∞ −=   =  ∫  

( ) ( )f t L F s−=   
1  

  گوییم  می F(s)را تبدیل معکوس  f (t)و تابع  f (t)را تبدیل لاپلاس تابع  F(s)تابع 
  یک عدد طبیعی فرض شده است): nیک عدد ثابت و  αتبدیل لاپلاس برخی توابع مهم عبارتند از: (

  ردیف      شروط

      1  

     2  

      3  

      4  

      5  

      6  

      7  

      8  

      9  

    
  10  

      11  

      12  
  

( )sF( )tf

0>s( )
b
asF =( ) atf =

as >( )
as

sF
−

=
1( ) atetf =

as >( ) 22 as
ssF
+

=( ) attf cos=

as >( ) 22 as
asF
+

=( ) attf sin=

as >( ) 22 as
ssF
−

=( ) attf cosh=

as >( ) 22 as
asF
−

=( ) attf sinh=

0; >∈ sNn( ) 1
!
+= ns

nsF( ) nttf =

0;1 >−> sa( ) ( )
1
1

+
+

= as
asF Γ( ) attf =

0>s( )
22

1

as
sF

+
=( ) ( )atJtf o=

0>s( )
22

22

asa

sas
sF

n

n

+






 −+

=
( ) ( )atJtf n=

0>s( )
s

esF
as−

=( ) ( )atutf −=

0>s( ) asesF −=( ) ( )f t t a= δ −
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  تابع گاما

شود در اینجا بـه یـادآوري نکـاتی خـاص از      با توجه به اینکه در مبحث تبدیل لاپلاس از توابع گاما و خواص آن به وفور استفاده می

  پردازیم. تابع گاما می

  شود: تابع گاما در حالت کلی به صورت زیر تعریف می

( ) x a

o
a e .x dx

∞ − −Γ = ∫ 1  

  باشد. a>0شود تابع فوق همگرا است اگر و فقط اگر  ثابت می

  نکات زیر را به خاطر داشته باشید:

( ) ( )
( )

a a a ;

a a!;

n

Γ + = Γ

Γ + =

 Γ = 
 

1
1

1
2

 

  تابع دلتاي دیراك

  شود: تابع دلتاي دیراك به صورت زیر تعریف می

( ) ( )a

O t a
t t a

t a
=

δ = δ − = ∞ =
 

  که همواره: به طوري

( )a t dt
∞

−∞
δ =∫ 1 

  توان نشان داد: به خاطر داشته باشید می

( ) ( ) ( )af t . t dt f a
∞

−∞
δ =∫  

  توان دید: پس می

( ){ } ( )st sa
a nO

L t e t dt e
∞ − −δ = δ =∫  

  هاي فوق دو نوع مسئله زیر قابل حل است: از بحث

باشـد. چنانچـه    مـی  sاي  ) در محاسبه لاپلاس معکوس توابع کسري که در قالب یک کسر نوشته و صورت و مخـرج دو چندجملـه  1

بتوانیم تابع مذکور را با روش تجزیه کسرها به صورت مجوع کسرهاي جزئی بنویسیم معمولاً محاسبه لاپلاس معکـوس بـه سـادگی    

  گیرد. صورت می
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اي به خصوص مسائلی که در قالـب کلـی    هاي ناسره اي محاسبه انتگرال) در بسیاري از مواقع بر2
O

∞

شـود اسـتفاده از    بیـان مـی   ∫

  پذیر کند. تواند حل مسئله را به سادگی امکان تعریف تبدیل لاپلاس می

  قضایاي تبدیل لاپلاس

  قضیه مقدار اولیه و مقدار نهایی

)فرض کنید  ){ } ( )L f t F s= توان نشان داد: باشد، می  

قضیه مقدار نهایی ( ) ( )
t s O

: limf t lims.F s
→∞ →

=  

قضیه مقدار اولیه ( ) ( )
t s

: limf t lims.F s
→∞ →∞

=  

  قضیه تبدیل لاپلاس تابع متناوب

)فرض کنید تابع  )f t  برايt هاي مثبت تابعی متناوب با دوره تناوبp توان نشان داد: باشد، می  

( ) ( )
P st

ps O
F s e .f t dt

e
−

−=
− ∫

1
1

 

  قضیه تبدیل لاپلاس مشتقات یک تابع

)هرگاه  ){ } ( )L f t F s= :باشد داریم  

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

L f t s.F s f o

L f t s F s sf o f o

L f t s F s s f o sf o f o

′ = −

′′ ′= − −

′′′ ′ ′′= − − −

2

3 2

 

  توان نشان داد: و نیز می

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

s

s

s

f o limsF s

f o lims F s sf o

f o lims F s s f o sf o

→∞

→∞

→∞

=

′ = −

′′ ′= − −

2

3 2

 

  هاي یک تابع قضیه تبدیل لاپلاس انتگرال

)هرگاه  ){ } ( )L f t F s= توان نشان داد: باشد می  

( ){ } ( )
t

o
L f u du F s

s
=∫

1  

  و در فرم معکوس:
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( ) ( )
t

o
L F s f u du

s
−   = 

  ∫1 1  

  قضیه اول انتقال

)اگر  ){ } ( )L f t F s= :باشد داریم  

( ){ } ( )
( )

( )at

s s a
L e f t F s F s a

→ −

= = −  

  و در فرم معکوس داریم:

( ){ } ( )atL F s a e .f t− − =1  

  قضیه دوم انتقال

)هرگاه  ){ } ( )L f t F s= :باشد داریم  

( ) ( ){ } ( )cs
c:L u t .f t c e .F s−− =1  

  و یا:

( ) ( ){ } ( ){ }cs
c:L u t .f t e L f t c−= +2  

  و در فرم معکوس داریم:

( ){ } ( ) ( )cs
cL e F s u t .f t c− − = −1  

  گیري از تبدیل لاپلاس قضیه مشتق

)هرگاه ){ } ( )L f t F s= :باشد داریم  

( ){ } ( ) ( )n
nn

n

d F s
L t .f t

ds
= −1  

  داریم: n=1و به خصوص براي 

( ){ } ( )L t.f t F s′= −  

  و در فرم معکوس داریم:

( ){ } ( )L F s t.f t− ′ = −1  

  آید. دست می هاي مثلثاتی و هذلولی (هیپربولیک) از رابطه فوق به و معکوس Lnهاي شامل  تبدیل معکوس عبارت نکته:

  لاپلاس: گیري از تبدیل قضیه انتگرال

)هرگاه  ){ } ( )L f t F s= :باشد داریم  
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( ) ( )
s

L f t F s .ds
t

+∞  = 
  ∫

1  

  قضیه تبدیل لاپلاس پیچش دو تابع

)پیچش دو تابع  ) ( )g t ,f t شود: به صورت زیر تعریف می  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t t

o o
f g t f .g t d f t .g d= λ −λ λ = −λ λ λ∫ ∫0  

)توان نشان داد هرگاه  می ){ } ( ) ( ){ } ( )L g t G s ;L f t F s=   باشد داریم: =

( ){ } ( ) ( )L f g t F s .F s=0  

  و در فرم معکوس:

( ) ( ){ } ( )( )L F s .G s f g t− =1 0  

  تبدیل لاپلاس تابع زیررا پیدا کنید. مثال:

    
  حل

   L L L L L L   

    

  مثال: تبدیل معکوس تابع زیر را پیدا کنید.

    
  

  L L L L L   

  
cosh t sinh t cos t sin t= + + +

3 12 2 2 2 222
  

  را پیدا کنید. تبدیل لاپلاس تابع  مثال:

  حل:

    

   

tf (t) t cos t e sin h t−= − + − +24 2 3 5 3 2 1

1sin +2h t− − 3tecos +3 5t−2 2t( ) = 4f t

sF(s)
s ss s s

= − + − +
++ −3 2 2

8 2 5 6 1
19 4

s sF(s)
s s s s

= + + +
− − + +2 2 2 2

3 12
2 2 4 4

−

+
1

2
2

4s
− +

+
1

2
1
24

s

s
− +

−
1

2
2 2

2s
− +

−
1

2
3
22

s

s
( )− =1F s

f (t)
t

=
1

/
/ /

( ) ( / )f (t ) , s
ss s

−
Γ − + Γ π

= = = >1 2
1 2 1 2

1 1 1 22 0
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    باشد. تبدیل لاپلاس تابع  اگر  .1

  باشد. می ) 2  باشد. می ) 1

  باشد. می ) 4  باشد. می ) 3
  حل:

  L L   

        تبدیل لاپلاس مشتق
  قضیه:

  گاه: باشد، آن اي روي  تابعی پیوسته قطعه و  تابعی پیوسته روي  f (t)اگر 

  L L   
  باشد. داریم: اي روي  تابعی پیوسته قطعه  پیوسته و  روي  و  f (t) تابعو اگر 

   L L   

  را حساب کنید.تبدیل لاپلاس تابع  مثال:
  حل:

    

  L L    

  برابر است با: و  با شرایط اولیه  جواب معادله دیفرانسیل همگن  .2

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  معادله مفسر داراي ریشه مضاعف است. زیرا:حل: 

    
  باشد. باشند. جواب عمومی به فرم زیر می ) درست نمی3) و (2هاي ( گزینه و

    

    
    ) صحیح است.4گزینه (

  

s +
3

4f (x)

f (s) (x )= +3 4xf (x) e−= 34
xf (x) e= 43xf (x) e−= 43

− −=
+

1 41 34
xe

s
− =

+
1 3 34s

t ≥0f (t)′t ≥0

[ ( )] ( )+− 0f t f[ ( )]′ =f t s

f (t)′t ≥0f (t)′′t ≥0

[f (t)] sf ( ) f ( )+ +′− −0 0[ ( )]′′ = 2f t s

f (t) cos t= 2

f (t) cos t sin t sin t , f ( )′ = − = − =2 2 0 1

(cos )
( )

+
=

+

22
2

2
4

s
t

s s
(cos ) +

= − = ⇒
+ +

22
2 2
2 21

4 4
s

t
s s

s

f (t) f (t) f (t)′′ ′+ + =8 16 0f ( ) =0 2f ( )′ =0 1

tf (t) ( t)e−= + 42 5t tf (t) ( e e )−= +4 41 7 98
t tf (t) ( e e )−= +2 21 3 54

tf (t) ( t)e−= + 42 9

t t (t ) t+ + = ⇒ + = ⇒ = −2 28 16 0 4 0 4

tf (t) (c c t)e , f ( ) c−= + = =4
1 2 10 2

t tf (t) c e (c c t)e , f ( ) c c c− −′ ′′= − + = − = ⇒ =4 4
2 1 2 2 1 24 0 4 1 9

tf (t) ( t)e−= + 42 9
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  توان حل نمود. معادله فوق را از روش تبدیل لاپلاس نیز می

  L L L   

    
  L   

  L   

    برابر است با: L گاه  ، آنو  ،  هرگاه  .3

1 (  2(  3 (  4(    

  حل: 

   L  L  L  L  

   L  L  L  L  

گاه تبدیل  باشد، آن برابر  و تبدیل لاپلاس تابع  اگر  .4

  ) 4  ) 3  ) 2  ) 1  برابر است با: لاپلاس تابع 

  اختیار کنیم. خواهیم، لذا کافیست در رابطه داده شده  را می  لاپلاسچون تبدیل  حل:

    

  کنیم. داریم: استفاده میحال،  با توجه به فرمول (معادله بسل، توابع بسل نوع اول و نوع دوم)، 

  L L   

  L L   

   برابر است با: f (t)در این صورت   L برابر باشد با  f (t)اگر لاپلاس  .5

1 (        2 (  

3 (  4 (  

 داریم: (a)اي  باشد. با استفاده از بسط دو جمله می با توجه به مثال بالا، مشخص است که جواب، حل: 

= 0f′ +16f′′ + 8f

s F(s) s sF(s) F(s)− − + − + =2 2 1 8 16 16 0
( )
( )

− + +

+
1

2
2 4 9

4
s

s

( )( ) ( )
( )

+ + +
= = ⇒ =

+ + +2 2
2 17 2 4 9

8 16 4
s s

F s f t
s s s

( )− −+
= +1 4

2
2 9 2 9ts

e t
s

( ) −= 4tf t e

y ( )′ =0 0y( ) =0 0y y y t′′ ′− + =( )y

s
s (s s )

−

− +2 2
1

1
s

s (s s )
+

− +2 2
1

1s (s )−2
1

1s (s s )− +2 2
1

1

( )t( ) =y( )′ +y( )′′ −y

( )
( )

=
− +2 2
1

1
y

s s s
( ) = ⇒2

1
y

s
( ) +y( ) −y s2s

n n
n n

d [x J (x)] x J (x)
dx

− −
+= − 1J (x)0

s+ 2
1

1

J (x)1
s

s
+

+ 2
1

1
s

s
−

+ 2
1

1
s

s
+

+ 2
21

1
s

s
−

+ 2
21

1
J (x)1n =0

d [J (x)] J (x)
dx

= −0 1

J ( ) =0 0 1

[ ( )] ( )−0 0 0J x J[ ( )]′ =0J x s

[ ( )] = −
+

1 2
1

1
s

J x
s

[ ( )] = × − ⇒
+

1 2
1 1

1
J x s

s
−

[f (t)]
s

=
+ 2
1

1
( ) =F s

r r

r

( ) (x / )
(r!)

∞

=

−∑
2

20

1 2r r

r

( ) (x / )
r!(r! )!

∞

=

−
+∑

2

0

1 2
1

r r

r

( ) (x / )
(r!)

∞ +

=

−∑
2 1

20

1 2r r

r

( ) (x / )
r!(r )!

∞

=

−
−∑

2

0

1 2
1

J (x)0
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    توان به فرم زیر در نظر گرفت. بنابراین: جمله عمومی را می

    

  L  L    

  باشد. ) صحیح می1گزینه (

  : تبدیل لاپلاس انتگرال 3.  6

  گاه: باشد، آن L اگر 

   L  

   L  

  را پیدا کنید. تبدیل معکوس تابع  مثال:

  داریم: و با استفاده از فرمول L حل: 

   L  

  معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید. مثال:

    
  گیریم. از طرفین معادله لاپلاس میحل: 

  L L L   
  داریم:ها   با استفاده از فرمول

  L L    

r r(r )(a)( x) rx x ...
!
−

+ = + + + +211 1 2
nr(r )...(r n ) x ...

n!
− − +

+
1 1

( )
( s ) ( ) [ ...

s s !s s s

− − − − −
+ = + = − × + +

1 1
2 2 2

2 2 4

1 1 11 1 1 1 1 12 21 1 1 2 2
n

n n
... ( n )[ ... ( ) ...]

s ! s ! s n! s
× × × × −

= − × + × + + − × +
× × ×1 2 2 4 2

1 1 1 1 3 1 1 3 2 1 11 1
2 1 2 2 2

n
n n
( n)!( )

( n!) s
− ×

× 2 2
2 11

2

( )!( ) ( )
( !) ( !)

∞ ∞
−

+
= =

− × = −
× ×

∑ ∑1 2
2 2 1 2

0 0

2 1 11 1
2 2

n n n
n n n

n n

n
x

n s n
− =

+

1
2

1
1 s

( ) ( )=f t F s

( ) ( )  =  ∫0
1t

f r dr F s
s

( ) ( )− = ∫1
0

1 t
F s f r dr

s

s(s )+
1

2
te

s
− −=

+
1 21

2

( )
( )

− − − −= = = −
+ ∫1 2 2 2

0
1 1 1 102 2 2

t r r tt
e dr e e

s s

y y , y( ) , y ( )′′ ′ ′− = = =4 1 0 0 0 0

1′ =y′′ −4y

( ) ( )− =
10y y
s

( ) ( ) ( )′− − −0 0 4y sy y s2s
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  L L L    

  L    

    

  برابر است با: تبدیل لاپلاس معکوس تابع  .6

1 (  2 (  
3 (  4 (  
  حل: 

    

    

  : قضایاي انتقال 4.  6

  قضیه:

  گاه: باشد. آن L اگر 

   L  

  L L   
  تعریف:

  شود، عبارت است از: نشان داده می یا  اي واحد که با نماد  تابع پله
  0  اگر    

      
  1  اگر    

  L و 

  قضیه:

  گاه: باشد. آن ،  L اگر 
  L L   

( )
( )

=
−2

1
4

y
s s

( ) = ⇒
1

y
s

( ) −4y s2s

( )
( )

−   = = = −   −  
∫ ∫ ∫ ∫1 4 4 4

2 0 0 0 0
1 1 1 104 44

t t t tr r tt
e dr dt e dt e dt

s s
( ) =y t

t(e t )= − −41 4 116
s

s s
+

+3
1

cos t sin t+ +1cos t sin t+ −1
cos t sin t− +1cos t sin t− + +1

sF(s)
s s s s(s )

+
= = +

+ + +3 2 2
1 1 1

1 1
t t

f (t) sin t sin rdr sin t cos r cos t sin t= + = − = − +∫0 10

[ ( )] ( )=f t F s

[ ( )] ( )= −ate f t F s a

( )−1F s[ ( )]− − =1 atF s a e

cu (t)u(t c)−

t c<

, c ≥0cu (t) =

t c>

sc
c[u (t)] e

s
−=

1

[f (t)] F(s)=c ≥0

[ ( )] ( )−= csf t e F s[ ( ) ( )] −− = cs
cu t f t c e
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  L   

  L L  

  یک از مقادیر زیر است؟ که نمودار آن در شکل نشان داده شده است. کدام f (t)تبدیل لاپلاس تابع  .7

1 (    

2 (  

3 (  

4 (  

  حل:

    

   L  L   

  تبدیل لاپلاس تابع زیر کدام است؟ .8

    

1 ( L  2 ( L  

3 ( L  4 ( L  

  حل:

    

   L  

   L  

    برابر است با:  تبدیل لاپلاس  .9

1 (  2 (  

3 (  4 (  

[ ( )] ( ) ( )− − = −1 cs
ce F s u t f t c

[ ( )]+f t c[ ( ) ( )] −= cs
cu t f t e

s
seF(s) ( e )

s

−
−= −1

F(s)
s s

= −
+ −
1 1

1 2
s se eF(s)

s s

− −
= −

+ +

2

1 2
u(s ) u(s )F(s)

s s
− −

= −
+ +

1 2
1 2

f (t) u (t) u (t)= −1 2

[ ( )] ( )
− − −

−= − = −
2

2 1
s s s

se e e
u t e

s s s
[ ( )] −1u tF(s) =

t
f (t) n t n (n , , , ...)

n t n

<
= ≤ < + =
− + ≤ < +

0 0
1 2 2 1 0 1 2

1 2 1 2 2

( ( )) tan=
1

2
s

f t h
s

( ( ))
−

−
−

=
+

1 1
1

s

s
e

f t
s e

( ( ))
−

−
=

+

1 1
1

s

s
f t

s e

/

/( ( ))
−

−
−

=
+

2
2

1
1

s

s
e

f t
e

n n n n nf (t) u (t) u (t) u (t) u (t)+ + += − − +2 2 1 2 1 2 2

( )( ( )) ( ) ( )− +− − − − −= − + = −2 22 2 2 21 12 1snns ns s ns s
nf t e e e e e

s s

( ( )) ( ) ( )
∞ −

− − −
− −

=

−
= − = − =

− +
∑2 2 2

20

1 1 1 1 11 1
1 1

s
s ns s

s s
n

e
f t e e e

s s se e

te sin t−22 2

((s ) )−+ +2 12 1 4((s ) )−+ +2 12 1 4

(( s ) )−+ +2 12 1 4((s ) )−+ +2 14 2 4
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  داریم: با توجه به فرمول  و انتخاب حل: 

    

   L  

 باشد: توجه شود که تابع  یک از توابع زیر می کدام معکوس  مبدل لاپلاس .10

    اي واحد است؟ تابع پله

1 (  2 (  
3 (  4 (  
   حل:

   L  

  باشد. ، بنابراین جواب به صورت زیر می  L که 

     

    برابر است با: تبدیل لاپلاس تابع  .11

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

   L  L   

   L   

    

  کدام است؟ تبدیل لاپلاس تابع  .12

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

  داریم: و  و با توجه به فرمول ؟؟؟ و انتخاب  

   L  

f (t) sin t= 2

F(s) F(s )
s (s )

= ⇒ + =
+ + +2 2
2 22

4 2 4

( sin ) ( ) (( ) )− −= + = + +2 2 2 12 2 2 4 2 4t te F s s

seF(s)
s

−
=

−

2
2

2
4au (t) u(t a)= −

u (t)sin h(t )−2 4u (t)sin h( t )−2 2 2
u (t)sin h(t )−2 2u (t)sin h( t )−2 2 4

s[e ] u (t)f (t )
s

− − × = −
−

1 2
22

2 2
4

sin h t
s

− =
−

1
2
2 2

4
f (t) =

u (t)sin h (t ) u (t)sin h( t )− = −2 22 2 2 4
tf (t) e ( cos t sin t)= −3 2 5 3 5

s − 3s
s s

−

− +2
2 21

6 34
s

s
+

+2
2 9

34
s

s s
+

+ +2
3

5 16

t[e ( cos t sin t)] F (s )− = −3
12 5 3 5 3f (t) =F(s) =

( cos sin ) −
− = − =

+ + +2 2 2
2 15 2 152 5 3 5

25 25 25
s s

t t
s s s

( ) =1F s

(s ) sF(s)
(s ) s s

− − −
= =

− + − +2 2
2 3 15 2 21

3 25 6 34
te cos t− 2

s
s +2 1

s
s s

−

+ +2
1

2 5
s

s −2 1
s

s s
+

+ +2
1

2 5

s sf (t) cos t F(s) F(s )
s (s )

+
= ⇒ = ⇒ + =

+ + +2 2
12 1

4 1 4
f(t) cos t= 2a = −1

( cos ) ( )− +
= + =

+ +2
12 1

2 5
t s

e t F s
s s
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   L   برابر است با:  و  تبدیل لاپلاس تابع پیوسته  .13

1 (    

2 (  

3 (  

4 (  
  حل: 

   L  L  

   L   

   L   

    

  برابر است با: تبدیل معکوس لاپلاس  .14

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

  L L    

  داریم: و انتخاب  L با استفاده از فرمول 

   L  

  L   بنابراین:

  کدام است؟ معکول تبدیل تابع  .15

1 (  2 (  

3 (  4 (  

f (t)t ≥0[ ( )]
( )

−π
=

+ +21 1
se

f t
s

( ) =F s

(t )f (t) u (t)e sin(t )− −π
π= − π

(t )f (t) u (t)e sin(t )−π
π= − π

(t )f (t) u (t)e sin(t)− −π
π=

(t )f (t) u (t)e sin(t)−π
π=

( )[ ]
( )

− π −π +

+ +
1 1

2
1

1 1
se e

s
[ ]

( )
− −π =

+ +
1

2
1

1 1
se

s

( )[ ]
( )

− −π +

+ +
1 1

2
1

1 1
se

s
πe

[ ]− −π

+
1

2
1

1
se
s

π −= te e

( ) ( ) sin( )− −π
π= − πte u t t

s −
1

4 1
/ t /t e−

π
1 2 41

2
t /e

tπ
41

2
t /e

t
−

π
41

2
/ t /t e

π
1 2 41

2

/
−1

1 2
1

s
/− =

−

1 41 1
21

2

te

s

,
s s

=
−

−

1 1 1
24 1 12 4

a
a

(a )(t )
s +

Γ +
= 1

1a = −
1
2

/

/ ( / )

−
− = =

Γ π

1 21
1 2
1 1

1 2
t

ts

/− =
− π

1 41 1 1
24 1

te
s t

s
s s

−

− +2
1

2 5
t te cos t e sin t+2 2te sin t2

te cos t2te (cos t sin t)− +2 2
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  حل:

  L L L   

  برابر است با: معکوس تبدیل لاپلاس  .16

1 (  2 (  3 (  4 (  
  حل:

    

    
    

   L L L   

  گیري از تبدیل لاپلاس گیري از تبدیل لاپلاس، انتگرال : مشتق 5.  6

  قضیه:

  گاه: ، آن L اگر 

   L   
  ، داریم:گیریم  از طرفین رابطه بالا، تبدیل معکوس می

   L   

  گاه: موجود باشد، آن و   L اگر حل: 

   L   

  با توجه به فرمول داریم:

   L   

  برابر است با: L باشد. تبدیل لاپلاس  L اگر  .17

1 (  2 (  3 (  4 (  

   

cos− =
+

1
2 2

4
ts

e t
s( )

− −
=

− +
1

2
1

1 4
ts

e
s

− −
=

− +
1

2
1

2 5
s

s s

s
s s

+

− −2
3 7

2 3
t te e− −34t te e−−34t te e− −34t te e−+34

s A B s A(s ) B(s )
(s )(s ) s s

+
≡ + ⇒ + ≡ + + −

− + − +
3 7 3 7 1 33 1 3 1

s A A= ⇒ = ⇒ =3 16 4 4
s B B= − ⇒ = − ⇒ = −1 4 4 1

− −= −
+

1 31 41
t te e

s
− −

−
1 4

3s
− +

=
− −

1
2

3 7
3 3

s

s s

[f (t)] F(s)=

[( ) ( )]− nt f t(n)F (s) =

n =1

( )− ′1F s( ) −
=

1
f t

t

[ ( )] ( )=f t F s
t

f (t)lim
t+→

=
0

( )[ ] ( )
∞

= ∫s
f t

F u du
t

( )
∞− ∫1
s

F u duf (t) t=

m
n n

n
d[t f (t)] ( ) F(s)
ds

= −1t[t e ]2 2

(s )− 3
2
2(s )− 2

1
2

!s
(s )− 3

2
2(s )+ 2

1
3
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  حل:

   L  

   L   

    

   برابر است با: گاه تبدیل لاپلاس تابع  باشد. آن برابر  f (t)اگر تبدیل لاپلاس تابع  .18

1 (  2 (  3 (  4 (  
  ) درست است.3گزینه ( حل:

 و  پارامتر حقیقی ثابت) به ترتیب برابر ( و  اگر تبدیل لاپلاس توابع  .19

  پارامترهاي حقیقی ثابت) برابر است با: و  ( باشند. تبدیل لاپلاس تابع 

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  حل:

  L L L    

    

  کدام است؟ باشد.  برابر  اگر تبدیل لاپلاس  .20

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

   L   

    

   L  

[ ] ( )′′=2 2
1

tt e F s

=
−

2 1
2

te
s

( ) =1F s

( ) , ( )
( ) ( )

−′ ′′= =
− −

1 12 3
1 2
2 2

F s F s
s s

F(s)tf (t)

SF (s)′F (s)′F (s)′−SF (s)′−

sin tαcos tαα
s

α

+ α2 2
s

s + α2 2

tt sin t e cos tβα +αβ

s s
( s ) (s )

− α − β
+

α + −β +2 2 2 2
2

1
s s

( s ) (s )
α −β

+
α + −β +2 2 2 2

2
1

s d s
(s )

α σ −β
+

α + σ −β +∫ 2 2 20 1
s s

s (s )
α −β

+
α − β +2 2 2 1

( cos )βte t( sin )α +t t( sin cos )βα + =tt t e t

s s s( )
s (s ) (s ) (s )

α −β α −β′= − + = +
+ α − β + + α − β +2 2 2 2 2 2 2

2
1 1

f (t)sLn
s −1f (t)

te
t

− −1te t
t

− − −1te
t
−1te t

t
+ −1

( )− ′1 F sf (t)
t

= −
1

sF(s) Ln Lns Lns F (s)
s s s

′= = − − ⇒ = −
− −

1 111 1

( ) ( )− −′ = − ⇒ =1 11
t

t e
F s e f t

t
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گاه  باشند. آن G(s)و  F(s)داراي تبدیل لاپلاس به ترتیب  gو  fو اگر توابع  ،  اگر  .21

  عددي حقیقی و ثابت، در این صورت: ،  کنیم  فرض می 

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  حل:

    

   L  

    برابر است با: تبدیل لاپلاس  .22

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

   L  

  برابر است با: f (t)گاه تبدیل لاپلاس  آن اگر  .23

1 (  2 (  3 (  4 (  

  چونحل: 

   ،  

   L  

   

g(t)f (t)
t

=t >0

F (s) G(s)′ = −
/

/
(s )F(s) Ln

s
+ α

=
2 2 1 2

1 2
4α

cos tf (t)
t

− α
=

1 2cos tf (t)
t

− α
=

1 2
2

cos tf (t)
t

+ α
=

1 2cos tf (t)
t

+ α
=

1 2
2

sF(s) Ln(s ) Lns F (s)
s(s )

′= + α − ⇒ = −
+ α

2 2
2 2

1 1 144 2 22 4
cos( ) cos ( )− − α′ = α − ⇒ =1 1 1 1 222 2 2

t
F s t f t

t

f (t) t sin h( t)= 2
s

(s )−2 2
4

4
s

(s )
−

−2 2
4
4

s
(s )+2 2

4
4

s
(s )

−

+2 2
4

4

s(t sin h( t)) ( )
s (s )

′= − =
− −2 2 2
2 42

4 4
sin( t) t

f (t) t
t

α ≠= 
α =

0

0
stan− π

−
α

1
2

stan− π
− +

α
1

2
ssin−
α

1scot−
α

1

t

sin tlim
t→

α
= α

0

sin( ) tan tan
∞ − −∞α α π

= = = −
α α+ α∫ 1 1

2
2 2s

t u s
du

st u
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  عبارت است از: تبدیل لاپلاس تابع  .24

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  حل: 

  L L     

  L  

  L  

    

  عبارت است از: Lتبدیل لاپلاس معکوس  .25

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

    

  L   

    

  برابر است با: تبدیل معکوس لاپلاس تابع  .26

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

   L   

  L   

   

tf (t) (t ) sin te u (t)π= − π 23
(s )e

[(s ) ]

−π −−

− +

2
2 2

2
2 9

(s ) se
[(s ) ]

−π − −
− ×

− +
2

2 2
22

2 9
(s )e

[(s ) ]

−π −−

− +

2
2 2

2
2 9

(s ) se
[(s ) ]

−π − −
×

− +
2

2 2
22

2 9

[( ) sin ( )] −π
π− π =23 t st te u t e ( )[ sin ( ) ]+π+ π 23 tt t eF(s) =

se e−π π= 2 ( )[ sin ] ( )−π −− = − −2
13 2t st te e F s

F (s) =1 ( sin ) ( )
( )

′= − =
+ +2 2 2
3 63

9 9
s

t t
s s

(s ) (s )F(s) e
[(s ) ]

−π − −
= − ×

− +
2

2 2
6 2

2 9

[( ( )]− +1 11Ln
s

te
t

−−1te
t

−1te
t

−−
2

1te
t
−

2
1

sF(s) Ln Ln(s ) Lns
s
+

= = + −
1 1

( )− −′ = −1 1tF s eF (s)
s s

′ = − ⇒
+
1 1

1
t

t ef (t) (e )
t t

−
−− −

= − =
1 11

F(s) cot s−= 1

t sin tt cos tsin t
t

cos t
t

( ) sin− ′ = −1 F s tF (s)
s

−′ = ⇒
+2
1

1
sin( )− ′ =1 t

F s
t

f (t)
t

= −
1
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  درست است؟ کدام عبارت در مورد عکس تبدیل لاپلاس  .27

  اي و هم مرتبه نهایی ) تابعی است پیوسته قطعه1
  ) تابعی است پیوسته و هم مرتبه نهایی2
  تواند هم مرتبه نهایی باشد. اي و نمی ) تابعی است پیوسته قطعه3
  شود. ةاي مسئله نوع تابع مشخص نمی ) با داده4

  حل:

    L  

    

    

   L   

    

   L  

  که تابعی است پیوسته و هم مرتبه نمایی
  تبدیل لاپلاس جواب مسئله زیر کدام است؟ .28

    

1 (  2 (  3 (  4 (  

  فرض کنید:گیریم  رفین رابطه لاپلاس میاز طحل: 

   L  

  L L L L    

  L L  

  L  

    

    

g(s) tan s
s

−= 11

(tan )− −1 1 1
dt

s
tan− − = ∫1 1

0
1 1 t

s s

F(s) tan
s

−= 1 1

/ sF (s)
/ s s
− −′⇒ = =

+ +

2
2 2

1 1
1 1 1

F (s) sin t− ′ = −1⇒

sin tf (t) ( sin t)
t t

−
= − =

1

t sintan dt
s s t

− − = ∫1 1
0

1 1

xy ( x)y y , y( ) , y ( )′′ ′ ′+ − + = = = −1 0 0 1 0 1
s(s )

s
−
+

1
1

s
s +2 1s(s )−

1
1

(s )
s
−
2
1

y Y=

( )′′ +xy ′ −y ′ +xy = 0y

[− ] ( ) [′′ ′ + − +0y sY y ]′ ′ + = 0y Y

[ ( ) ( )] ( ) [′ ′− − − + − =2 0 0 0s Y sy y sY y s ( )]′− + =0 0y y Y

sY s Y sY Y sY Y′ ′− − + + − + + + =22 1 1 0
Y s(s s )Y ( s)Y
Y s(s ) s s

′ − −′− + − = ⇒ = = +
− −

2 2 2 12 0 1 1

L  
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برابر  L گاه  عددي حقیقی است، آن (تبدیل لاپلاس) ، که در آن  L اگر  .29

    است با:

1 (  2 (  3 (  4 (  

  ،   حل:

   L  

    تبدیل لاپلاس جواب مسئله مقدار اولیه زیر عبارت است از: .30

    

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  حل:

  L L L  

    

    

    

    

    

    

   

sLnY Lns Ln(s ) Y
s
−

= − + − ⇒ =2
2
11

[sin t]
s

α
α =

+ α2 2αsin t[ ]
t
α

stan−π
−

α
1

2Ln( )
s s

α
+

2
2

1 1Ln( )
s
α

+
2
21tan

s
−− 1 1

t

sin tlim
t+→

α
= α

0

sin[ ] tan tan
∞ − −∞α α π

= = = −
α α+ α∫ 1 1

2 2 2s

t u s
du

st u

xy y xy , y( ) , y ( )′′ ′ ′+ + = = =0 0 1 0 0
k

k k
k

( ) (k!)Y(s) c
( k)! s

∞

=

−
= ∑ 2

0

1 2 1
2 2

k

k k
k

( ) (k!)Y(s) c
( k)! s

∞

+
=

−
= ∑ 2 1
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1 2 1
2 2

k

k k
k

( ) ( k)!Y(s) c
(k!) s

∞

+
=

−
= ∑ 2 2 2 1
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1 2 1
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k k
k

( ) ( k)!Y(s) c
(k!) s

∞

+
=

−
= ∑ 2 2 1

0

1 2 1
2

= 0xy( )′ +y( )′′ +xy

(s Y sy( ) y ( )) sY y( ) Y′ ′ ′− − − + − − =2 0 0 0 0

sY s Y sY Y Y ( s ) sY′ ′ ′− − + + − − = ⇒ + = −2 22 1 1 0 1
Y s cLnY Ln s Lnc Y
Y s s

′
= − ⇒ = − + + ⇒ =

+ +

2
2 2

1
1 1

Y c ( )
s s

−
= +

1
2

2
1 11

k
k

( ) ( )...( k )c [ ... ( ) ...]
s ! k!s s s

− − − − − − − − +
= − × + × + + − × ×2 2 2

1 1 1 1 11 1 11 1 1 12 2 2 2 21 12 2

k
k k

k

( k)!Y c ( )
( k!) s

∞

+
=

= − ×
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باشد.  داراي تبدیل لاپلاس  از معادله دیفرانسیل  y(t)اگر جواب  .31

    گاه: آن

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  گیریم  له لاپلاس میاز طرفین معادحل: 

  L L L    

    

    

    

    در مسئله زیر عبارت است از: تبدیل لاپلاس جواب  .32

    

1(   2 (  3 (  4 (  
  حل:

      L L L  

      

      L L L  

  

  کنیم. ضرب و با معادله اول جمع می معادله دوم را در 

    

      
   

ty y ty′′ ′+ + =2 0stY(s) e (t)dt
∞ −= ∫ ∫0

Y(s)
s

=
+ 2
1

1
Y(s) c y( ) tan s−= − 10

y( )Y(s)
s
−

=
+2
0
1

Y(s) y( )( tan s)−π
= − 10 2

( ) = 0ty( )′ +y( )′′ + 2ty

(s Y sy( ) y ( )) sY y( ) Y′ ′ ′− − − + − − =2 0 0 2 2 0 0

sY s Y y( ) sY y( ) Y′ ′− − + + − − =22 0 2 2 0 0
y( )(s )Y y( ) Y Y y( ) tan s c

s
−′ ′+ = − ⇒ = − ⇒ = − +

+
2 1

2
01 0 0

1
x(i)

tx y cos t
y( ) x( )

x y sin t
′+ =

= = ′ + =
0 0 0

s /ce
3 3s /ce− 2 2s /ce− 3 3s /ce

2 2

dx ssY
ds s

− + =
+2 1

( ) +tx ′ =y cos t

sx Y
s

+ =
+2
1

1
sin t=y′ +x

s−

s /dx dxs x s ds Lnx s c ce
ds x

−− − = ⇒ = − ⇒ = − − + ⇒
32 2 3 3

1
10 3

⇒
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    دستگاه معادلات دیفرانسیل زیر داده شده است. .33

    

    برابر کدام گزینه است؟ مقدار 

1 (  2 (  3 (  4 (  
  حل:

    

  گیریم. ، از معادلات دستگاه تبدیل لاپلاس می Lو   Lفرض کنید 

    

    

    

  L   

    

    
  دستگاه معادلات دیفرانسیل زیر را حل کنید. .34

    

     و  ) 1

  و  ) 2

   و  ) 3

  و  ) 4

x t x (t)
x t x (t)

x ( )
x ( )

 ′ −     =    −     
   

=   
  

1 1
2 2
1
2

1 3
3 5

0 1
0 2

x ( ) x ( )+1 21 1

e−− 23e−22e−− 2e−25

x (t) x (t) x (t)
, x ( ) , x ( )x (t) x (t) x (t)

′ = −
= = ′ = −

1 1 2
1 22 1 2

3 0 1 0 23 5

( ( ))1x tX =1( ( ))2x tX =2
SX x ( ) X X X (s ) X

SX x ( ) X X X (s ) X

− = − − + =  ⇒ 
− = − + − =  

1 1 1 2 1 2

2 2 1 2 2 2

0 3 1 3 1
0 3 5 5 3 2

s sX
s s s

s

+ −
= =

− + +
− +

1 2

1 3
2 5 1

1 3 4 4
3 5

s
sX

s s s s

−
− +

= =
+ + + +

2 2 2

1 1
3 2 2 1
4 4 4 4

− −1
2
2s

s
ts (s )X X x (t) x (t) e

(s ) (s )
−+ −

+ = = ⇒ + =
+ +

2
1 2 1 22 2

3 3 2 2 3
2 2

tx (t) x (t) e ( t)−+ = −2
1 2 3 1 2

x ( ) x ( ) e−+ = − 2
1 21 1 3

dx x y
dt , y( ) , x( )
dy x y
dt

 = + = =
 = −


0 0 0 2

t ty e e−= −2 2t tx e e−= +2 2

t ty e e−= −t tx e e−= +

r ty e e−= −2 2t tx e e−= +2 2

t ty e e−= −2 22 2
2 2

t tx ( )e ( )e−= + + −2 22 21 12 2
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  L و  L فرض کنید حل: 

          L L L  

          L L L  
  

    

    

    

    

  : تابع دلتاي دیراك 6.  6

  به وسیله رابطه زیر تعریف شود. روي فاصله  ، تابع  فرض کنید براي هر 

    

      
  0  سایر نقاط  

  

 1ضرب طول فاصله زمان در اندازه تابع برابر  توجه کنید که همواره حاصل به عبارت دیگر 

 وقتی  (a)ضرب تابع و زمان  خیلی کوچک شود باید اندازه تابع بسیار بزرگ شود و حاصل است. حال اگر فاصله زمان 
  نامند. می یا تابع دلتاي دیراك  I(t)باقی ماند. این تابع را ضربه یکه  1برابر 
  شود. دلتاي دیراك اغلب به صورت زیر تعریف میتابع 

    

  توان نشان داد که: به سادگی می

    الف:

  L  ب:
  داریم: گاه براي هر  باشد. آن یک تابع پیوسته در فاصله  g(t)اگر   پ:

    

  داریم: تذکر: با انتخاب   

x X==y Y

(s )X Y− − =1 2sX X Y− = +2y+x′ =x

(s )Y X+ =1sY X Y= −y−x′ =y

Y(s )(s ) Y Y ( )
s ss

− + − = ⇒ = = −
− +−2

2 2 1 11 1 2 2 2 22
t ry e e−⇒ = −2 22 2

2 2
(s )X ( ) ( )

s ss
+

= = + + −
− +−2

2 1 2 1 2 11 12 22 22
t tx ( )e ( )e−⇒ = + + −2 22 21 12 2

a >0ah (t)[ , )∞0

b t b a
a

≤ ≤ +
1

ah (t) =

a b b uh (t) [u (t) u (t)]
a += −
1

(a)a →0
(t)δ

a
a

t b
(t b) lim h (t) , (t b)dt

t b
∞

−∞→

≠
δ − = = δ − =∞ =

∫0
0 1

(t b)dt
∞

δ − =∫0 1

[ ( )] −δ − = bst b e

[ , ]∞0b ≥0

(t b)g(t)dt g(b)
∞

δ − =∫0
b =0













⇒ ⇒
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   L   

  باشد؟ یک تابع پیوسته باشد. کدام رابطه صحیح نمی g(t)،  اگر  .1

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  ) صحیح است.4با توجه به مطالب بیان شده در متن درس، گزینه (حل: 

  کدام است؟ تبدیل لاپلاس  .2

1 (  2 (  3 (  4 (  

  داریم: f(t)با استفاده از فرمول و تعریف تبدیل لاپلاس تابع  حل:

   L    

  Lباشد. یعنی  می ، حاصل انتگرال بالا برابر با فرض 
  کانولوشن:  6 0 7

  تعریف:

  شود. عبارت است از: نشان داده می که با نماد  و  کانولوشن دو تابع 

    

  باشد: کانولوشن داراي خواص زیر می
    الف:
    ب:
    پ:
    ت:
    ث:

  قضیه:

  گاه: . آن Lو   Lاگر 

   L  

 تعریف:

باشد، معادلات دیفرانسیل انتگرالی، معادلاتی هستند که معادلات انتگرالی، معادلاتی هستند که تابع مجهول زیر علامت انتگرال 
  کنیم، به این معنی که: باشند. براي حل این نوع معادلات از قضیه کانولوشن استفاده می شامل مشتقات تابع مجهول نیز می

[ ( )] , ( ) ( ) ( )
∞

δ = δ =∫01 0t t g t dt g(t)dt ,
∞

δ =∫0 1

t
(t) lim f (t)

t
∞ =

δ = =  >

0
0 0

(t)dt
∞

δ =∫0 1(t) g(t) dt g( )
∞

δ =∫0 0

(t a)g(t) dt g(a)
∞

δ − =∫0(t a)g(t) dt g( )
∞

δ − =∫0 0

f (t) (t ) cos t= δ −1

se cos1s
s +2 1

s
s

+
+21

1
se (cos )− 1

( ) cos ( )
∞ −= δ −∫0 1stf t e t t dt

stg(t) e cos−= 1g( )1( ) cos−= 1sf t e

f (t)g(t)(f g)(t)×

t
(f g)(t) f ( )g(t )d× = λ − λ λ∫0

f g g f× = ×

f (g h) f g f h× + = × + ×

f (g h) (f g) h× × = × ×

f f× = × =0 0 0
f (ag) (af ) g a(f g)× = × = ×

[f (t)]F(s) =[g(t)]G(s) =

[F(s)G(s)] (f g) (t)− = ×1
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   L  

  باشد. یک از عبارات زیر می کدام L گاه  باشد. آن Lو  Lاگر  .1

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  لذا: Lطبق تعریف داریم  حل:

  L  

  کانولوشن است برابر است با: که در آن * تابع  .2

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل: 

    

    

    

  و به ازاي 

  چیست؟ پاسخ معادله انتگرالی زیر براي  .3

    

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  حل:

  L L L  

    

t
f ( ) g(t ) d F(s) G(s)λ − λ λ =∫0

[f (t)] F(S)=[g(t) G(S)=[F(S)G(S)]−1

f (t) g(t)
t
f (t) g(y) dy∫0

t
f (t y)g(y) dy−∫0

t
f (y)g(t) dy∫0

t
f (t y) g(y) dy F(S) G(S)− =∫0

t
[F(S) G(S)] f (t y) g(y) dy− = −∫1

0

n

f (t) ...= ∗ ∗1 1 114243

nt
n +1

nt
n!

nt
(n )!

+

+

1

1
nt

(n )!

−

−

1

1

t
d t , k∗ = × λ = =∫01 1 1 1 2

t t tt d , k∗ = λ × λ = λ = =∫
22

0
11 1 302 2

t tt td , k
!

∗ = λ × λ = λ = =∫
2 32 3

0
1 11 1 402 2 6 3

ntf (t) , k n
(n )!

−
= =

−

1

1
f (t)

ttf (t) e (t T) f (T) dT , t−= + − ≥∫0 0

t tf (t) e e−= +
3 1
4 4

t tf (t) ( t)e e−= − +
3 1 1
4 2 4

t tf (t) e ( t)e−= + −
1 3 1
4 4 2

t tf (t) e e−= +
1 3
4 4

(t T) f (T) dT
∞

−∫0
te− +f (t) =

sF(s) F(s) F(s)
s s (s )(s )

= + ⇒ =
+ + −

2
2 2

1 1
1 1 1
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    ) صحیح است.2گزینه (

L L    

    که در معادله زیر صدق کند کدام است؟مقدار تابع  .4

    

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

   L L L  

    

    

  جواب معادله انتگرالی زیر عبارت است از: .5

    

1 (  2 (  3 (  4 (  
  گیریم  از طرفین معادله تبدیل، لاپلاس می حل:

  L L L  

  L L L  

s A B C
s s(s ) (s ) (s )

≡ + +
+ −+ − +

2
2 2 1 11 1 1

s A(s ) B(s )(s ) C(s )⇒ ≡ − + − + + +2 21 1 1 1

s c C= ⇒ = ⇒ =
11 1 4 4

s A A= − ⇒ = − ⇒ = −
11 1 2 2

s B B= ⇒ = − + ⇒ =
1 1 30 0 2 4 4

F(s)
s s(s )

= − + +
+ −+ 2

1 1 3 1 1 1
2 4 1 4 11

t t tF(s) e t e e− − −= − + +1 1 3 1
2 4 4(t) =

t
f (t) t sin(t u) f (u)du= + −∫2

0

tf (t) t= +
22
6

tf (t) t= +
22

12
tf (t) t= −
22
6

tf (t) t= −
22

12

t
sin(t u) f (u) du−∫0[f (t)] = t +2

sF(s) F(s) F(s)
s s s s s

+
= + ⇒ = = +

+

2
3 2 5 3 5
2 1 2 2 2 2

1
tf (t) t= +
42

12

t
y(t) (t u) y(u)du , t= − − ≥∫01 2 0

cos t2sin t2t cos t2t sin t2

t
(t u) y(u) du−∫0( ) −1 2y(t) =

sy(t)
s

=
+2 2

y(t) ⇒y(t)
s s

= − × 2
1 12
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  L   

  برابر است با تبدیل لاپلاس تابع  مثال:

1 (  2 (  3 (  4 (  

  حل:

  L L L L    

    

  برابر است با: در نقطه  x(t)باشد. مقدار  جواب معادله  x(t)اگر  .6

  1) 2  ) صفر1

3 (2  4 (3  
  گیریم  از طرفین معادله، لاپلاس میحل: 

  L L L    

  L   

  L L   

  کدام است؟ مثال :جواب عمومی معادله 

1 (  2 (  
3 (  4 (  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  در این صورت: قرار دهید 

    

    

    

    

s cos t
s

− =
+

1
2 2

2
y(t)⇒ =

t
f (t) (t ) sin d= − λ λ λ∫ 3

0

s (s )+4 2
3

1
!

s (s )+4 2
3

1s (s )−4 2
3

1
!

s (s )−4 2
3

1

sin t(t ) ×3t
(t ) sin d− λ λ λ =∫ 3

0f (t) =

! !
s s s (s )

= × =
+ +4 2 4 2

3 1 3
1 1

t t ux(t) e x (u)dx− ′= + ∫02t = 5

t t ue x (u) du− ′  ∫0( ) +2(x(t)) =

s (x(t))(x(t)) x( )]
s s s

− = + −
− −

2 20 1 1[S
s s

= +
−

2 1
1

(x(t)) x(t)
s

= ⇒ =
2 2(x(t))

s(s )
−

= ⇒
−
2

1s
−
−
1
1

x yy
x y

−′ =
− +2 2 1

x y Ln(x y ) c− − − + =2 1x y Ln(x y) c− − − =2
(x y) Ln(x y ) c− + − + =2 1(x y) Ln(x y) c− + − =2

u x y= −

u y y u′ ′ ′ ′= − ⇒ = −1 1
u u u du uu u

u u u dx u
+ +′ ′⇒ − = ⇒ = − = ⇒ =

+ + + +
1 11 12 1 2 1 2 1 2 1

u du dx ( )du dx
u u

+
⇒ = ⇒ − =

+ +
2 1 121 1

( )du dx u Ln(u ) x C
u

⇒ − = ⇒ − + = +
+∫ ∫
12 2 11

L  
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  است؟ کدام تابع جواب خصوصی معادله مثال :

1 (  2 (  3 (  4 (  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  است. است. لذا جواب خصوصی به فرم  داراي ریشه مضاعف  چون معادله مشخصه 

    

    

    

    

  آي است؟ چه نوع نقطه براي معادله دیفرانسیل  نقطه مثال: 

  ) غیرعادي نامنظم4  ) غیرعادي منظم3  ) عادي نامنظم2  ) عادي1
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  . لذا این نقطه یک نقطه غیرعادي منظم است.و  یک نقطه غیرعادي است و چون  

کدام  و  لورن جواب مسئله مقدار اولیه  در بسط مک مثال: ضریب 
  است؟

1 (  2 (  3 (  4 (  

  ) صحیح است.2حل: گزینه (

    

  ضریب   

  تبدیل لاپلاس کدام تابع است؟ مثال :تابع 

1 (  2 (  

3 (  4 (  
   

u xLn(x ) C x y Ln(x y ) C⇒ − + = ⇒ − − − + =2 1 2 1
xy y y e′′ ′− + =2 3

xy xe=
3
2

xy xe= 3xy x e= 23xy x e= 23
2

t t− + =2 2 1 0t =1x
py ax e= 2

x x
p p p py ax e y y y e′′ ′= ⇒ − + =2 2 3

x x x
p py a(x x)e y a(x x x )e a(x x )e′ ′′= + ⇒ = + + + = + +2 2 22 2 2 2 4 2

a(x x ) a(x x) ax ( a a)x a⇒ + + − + + = ⇒ − + =2 2 24 2 2 2 3 4 4 2 3
x

pa y x e⇒ = ⇒ = 23 3
2 2

x =0x y y sin x y cos x′′ ′+ + =2 0

x =0
x

sin xlim
x→

=
0

1
x
lim cos x
→0

x2y( ) y ( )′= =0 0 1xy y sin x e y′′ ′+ + =0

−
1
3−

1
2

1
2

1
3

x x xy y sin x e y y y sin x y cos e y e y′′ ′ ′′′ ′′ ′ ′= − − ⇒ = − − − −

y ( )
!

′′′
= = −

0 1
3 2y ( ) y ( ) x′′ ′′′= − ⇒ = − − − = − ⇒ 20 1 0 1 1 1 3

F(s)
s s s

=
+ +3 2

2
2 2
te (cos t sin t)−− +1te (cos t sin t)− +1
te (cos t sin t)−+ +1(cos t sin t)− +1
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  ) صحیح است.1حل: گزینه (

    

  L L  

  L L  

    
  مثال :جواب عمومی معادله زیر کدام است؟

    

1 (  2 (    

3 (  4 (  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

    

    
    معادله کامل است.

  

    

  )1        (  

  )2        (  

  )1) و (2(   

    

  کدام است؟ مثال:جواب معادله دیفرانسیل 

1 (  2 (  

3 (  4 (  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  کنیم. را اعمال می و  ظاهر نشده بنابراین تغییر متغیر  xدر معادله متغیر 

F(s)
s((s ) )

=
+ +2

2
1 1

t( ) e sin t
s

− −=
+

1
2
1

1
t( ) e

(s )
− −=

+ +
1

2
1
1 1

t r r t
( )dr e sin rdr e (cos r sin r)
(s )

− − −= = − +
+ + ∫1

2 0
1 2 01 1

t
(F(s))− = ∫1

02

te (cos t sin t)−= − +1

y y(y cos x xe ) (sin x x e y)y′+ + + + =22 2 0
yysin x x e y c− + + =2 2yysin x x e y c+ + =2 2

yy cos x xe y c− + + =2yy cos x xe y c+ + =2

y y(y cos x xe )dx (sin x x e y)dy+ + + + =22 2 0
y yP(x, y) ycos x xe , Q(x, y) sin x x e y= + = + +22 2

y y
y xP cos x xe Q cos x xe= + = = +2 2

y yPdx Qdy (ycos x xe )dy (sin x x e y)dy= ⇒ + = + +∫ ∫ ∫ ∫ 22 2
y yysin x x e f (y) ysin x x e y g(x)⇒ + + ≡ + + +2 2 2

f (y) y , g(x)⇒ ≡ =2 0
yysin x x e f (y) c⇒ + + =2

yf (y) y ysin x x e y c= ⇒ + + =2 2 2

yy y e′′ ′+ =3 3 0
yx e c y c− = +3

1 23yx e c y c+ = +3
1 23

yx e c y c− = +3
1 29yx e c y c+ = +3

1 29

y p′ =
dpy p
dy

′′ =
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    پذیر معادله جدایی

  

    

    پذیر معادله جدایی

  

    

    

  کدام است؟ مثال :جواب خصوصی معادله دیفرانسیل 

1 (  2 (  3 (  4 (  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

    

    

 توجه :

   

  کدام است؟ با شرط اولیه  مثال:جواب معادله دیفرانسیل 

1 (  2 (  3 (  4 (  

  ) صحیح است.3حل: گزینه (

  است. yنسبت به متغیر  xمعادله دیفرانسیل مورد نظر یک معادله خطی برحسب 

    

    جواب عمومی

  

    

y y ydp dpp p e pdp e dy e dy
dy p

+ = ⇒ = − − ⇒ − =3 3 3 3 3
20

y ydp e dy e a , p y
pp

′⇒ − = ⇒ = + =∫ ∫ 3 3
2

1 1
3

y yy ( e a) ( e a)dy dx′⇒ + = ⇒ + =3 31 113 3
y y( e a)dy dx e ay x b⇒ + = ⇒ + = +∫ ∫3 31 1

3 9
y ye ay x b x e ay b c y c⇒ + = + ⇒ − = − = +3 3

19 9 9 9 9 9
xy y y y e′′′ ′′ ′− + − =2 3 2 2

x
py xe=x

py xe=
1
2

x
py x e= 21

2
x

py x e= 2

x(D D D )y e− + − =3 22 3 2 2
x x x

x
p

e e xey xe
!( )D D D (D )(D D )

⇒ = = = =
− +− + − − − +3 2 2

2 2 2
1 1 1 22 3 2 1 2

k ax
ax

k
x ee
k!P(a)(D a) P(D)

=
−

1

y y y xy′ ′+ =34 2y( ) =1 1
yx

x
=

−
2

5 4
yx

x
=

+
2

5 4
xy

y
=

−
2

5 4
xy

y
=

+
2

5 4

dx x y , f (y) , q(y) y
dy y y

− = − = − = −2 22 24 4

f (y)dy f (y)dyx e ( q(y)e dy c)−∫ ∫= +∫
dy dy

Lny Lnyy yx e ( y e dy c) e ( y e dy c)
−

−∫ ∫
⇒ = − + = − +∫ ∫

2 2
2 2 2 24 4
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    جواب عمومی

  

  ) صحیح است.3ها تنها گزینه ( با توجه به گزینه

    

    جواب خصوصی

  

هاي حقیقی هستند. به ازاي کدام  ثابت bو  aداده شده که در آن  مثال :معادله دیفرانسیل 
  هاي نوسانی است؟ معادله دیفرانسیل داراي جواب bو  aهاي  ثابت

1 (  2 (  

  اي وجود ندارند. bو  a) چنان ثابت 4  ) 3
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

ها زمانی نوسانی هستند که  باشد. جواب می اویلر بوده که داراي معادله شاخص  –معادله یک معادله کشُی 
  باشد. بنابراین داریم: 

    

مفروض است. جوابی که از نقطه  مثال :معادله دیفرانسیل 

  است؟ yداراي کدام مقدار  کند. به ازاي  عبور می 

  ) 4  ) 3  ) 2  ) صفر1

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

    

    

    معادله کامل نیست.
  

  کنیم. ساز مناسبی پیدا می کردن معادله عامل انتگرالبراي کامل 

xy ( dy c) x y ( y c) y
c y

= − + ⇒ = − + ⇒ =
−∫2 2 24 4 4

y( ) c c
c

= ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
−
11 1 1 4 1 54

xy
y

⇒ =
−

2
5 4

t y aty by′′ ′+ + =2 0

b (a )> − 21b (a )> − 24 1

b (a )< − 24 1

r (a )r b+ − +2 1
∆ <0

(a ) b (a ) b∆ = − − ⇒ − <2 21 4 1 4
yy (sin y ) sin x cos x cos y

cos y
′ + = −π

(x , y ) ( , )π
=0 0 0 4x π

= 4
π
6

π
3

π
2

y(sin y )dy sin x cos x cos y dx
cos y

+ + π =0

yP sin x cos x cos y , Q sin y
cos y

= π = +

y x y xP sin x cos x sin y , Q P Q= −π = ⇒ ≠0
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  آید. در طرفین معادله، یک معادله کامل به دست می با ضرب 

    

    

    

  

    جواب عمومی

  

    جواب خصوصی

  

    

  کدام است؟ Lگیریم.  تبدیل لاپلاس می مثال :از معادله دیفرانسیل 

1 (  2 (  3 (  4 (  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  L L L L  

    

    

    پذیر معادله جدایی

    

    

y xP Q sin x cos x sin yf (y) tan y
P sin x cos x sin y

− −π
= = =

− −π

f (y)dy tany dy Ln cos y dyF(y) e e e
cos y

−∫ ∫⇒ = = = =
1

cos y
µ =

1

y(tan y )dy sin x cos x dx
cos y

⇒ + + π =2 0

ypdx Qdy sin x cos x dx ( tan y )dy
cos y

⇒ = ⇒ π = +∫ ∫ ∫ ∫ 2

sin x g(y) y tan y h(x)π
⇒ + = +2

2

h(x) sin x , g(y) y tan yπ
⇒ = =2

2

sin x g(y) c sin x y tan y cπ π
⇒ + = ⇒ + =2 2

2 2

y( ) c sin x y tan yπ π π π
= ⇒ = ⇒ + =20 4 4 2 4

x sin y tan y y tan y yπ π π π
= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =2 0 04 2 4 4

ty ( t)y ny′′ ′+ − + =1 0Y(s) = {y(t)}

n

n
s

(s ) +− 11
n

n
(s )

s +
−

1
1n

n
(s )
n!s +

−
1

1n

n
n!(s )

s +
−

1
1

[y] =0[ty ] n′ +[y ]′ −[ty ]′′ +

[s Y sy( ) y ( )] sY y( ) [sY y( )] nY′ ′ ′⇒ − − − + − + − + =2 0 0 0 0 0

s Y sY y( ) sY y( ) sY Y nY′⇒ − − + + − + + + =2 2 0 0 0

(s s )Y (n s)Y′⇒ − + + − =2 1 0
Y n s n sLnY ds
Y s s s s

′ + − + −
⇒ = ⇒ =

− −∫2 2
1 1

n n

n n
(s ) (s )LnY nLn(s ) (n )Lns Ln Y

s s+ +
− −

⇒ = − − + = ⇒ =1 1
1 11 1
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  م:  دستگاه معادلات دیفرانسیلپنجفصل 
 

  هاي معادلات دیفرانسیل مرتبه اول دستگاه

  هاي زیر توضیح خواهیم داد. حل این نمونه معادلات را در قالب سوال
  زیر را بیابید؛جواب عمومی دستگاه معادلات دیفرانسیل  -)1سوال (

  










−−=

+=

21
2

21
1

22

23

yy
dx
dyx

yy
dx
dyx

  

, 2yمشتق بگیریم و بین معادلۀ حاصل و دو معادلۀ دستگاه  xحل: اگر از معادله اول دستگاه نسبت به 
dx
dy2  را حذف کنیم به

  ترتیب داریم:

  
dx
dydy

dx
ydx

dx
dy 2

12
1

2
1 23 +=+  

  



 +−+= )yy(

xdx
dy

21
1 223  

  یا 

21
1

2
1

2
2 442 yy

dx
dyx

dx
ydx −−=−  

  از دستگاه و معادلۀ اول داریم؛

  
dx
dyxyy 1

12 32 −=−  

  سپس بنابراین داریم:

  )I(y
dx

ydx o=− 22
1

2
2 2  

2دهیم  ، براي حل آن قرار میاویلر است –این یک معادلۀ خطی مرتبه دوم کوشی 
1 xy گیریم  سپس نتیجه می =

11 −= rrx
dx
dy

2و  
2
1

2

1 −−= rx)r(r
dx

yd  پس از جایگزاري در معادلۀ(I) شود:  نتیجه می  

  




=
−=

→=−− 2
121

2

1

r
r

)r(r o  

  توان نوشت: دهند بنابراین می هاي یک معادلۀ دیفرانسیل خطی مرتبه دوم تشکیل یک فضاي برداري می چون جواب
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  2
11 21 xc
x

cy +=  

1c  2وc  .دو مقدار ثابت دلخواه اند  
  از طرف دیگر؛

  )xc
x

cxc
x

c()y
dx
dyx(y 2

21
2

211
1

2 31321
2
132

1
−−+−=−=  

  جا؛از آن

  22
12 2

12 xc
x

cy +−=  

  بنابراین جواب عمومی دستگاه به صورت زیر است:

  










−
−

=

+=

221
2

21
1

2
2

2

xc
x
cy

xc
x
cy

  

  بستگی دارد. 2Cو  1Cکه به دو ثابت دلخواه 

  دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی 

  الف) تعریف؛ هر دستگاه معادلات به صورت؛

  

( )






















++++=

++++=

++++=

)x(by)x(a...y)x(ay)x(a
dx
dy

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

.....................................................................

)x(by)x(a....y)x(ay)x(a
dx
dy

)x(by)x(a...yxay)x(a
dx
dy

nnnnnn
n

nn

nn

2211

22222121
2

11212111
1

  

شوند یک دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی  پیوسته فرض می Rاز  Iروي زیر مجموعۀ  x(bi(و  aiy)n(که در آن توزیع 

  شود.  نامیده می
  توان دستگاه را به صورت زیر نوشت: با استفاده از نمایش ماتریسی، می

  

http://www.SANJESH.IR


 معادلات دیفرانسیل
WWW.SANJESH.IR     »169« 

 

  







































+













































































=







































)x(b
.
.
.

.

.

.
)x(b
)x(b

y
.
.
.

.

.

.
y
y

)x(a)....x(a)x(a
.
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.
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21

22221

11211
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  با قرار دادن

  [ ]
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==







































n

n

ij

n y
.
.
.

.

.

.
y
y

y,

x
dy
.
.
.
.
dx
dy
dx
dy

dx
dy,)x(a)x(A,

)x(b
.
.
.

.

.

.
)x(b
)x(b

B

2

1

2

1

2

1

3

  

  شود که؛ نتیجه می

  By)x(A
dx
dy

+=  

  توان نشان داد که؛ درا ین جا نیز مانند معادلات دیفرانسیل خطی می

BAyجواب عمومی دستگاه 
dx
dy

Ayبرابر است با مجموع جواب عمومی دستگاه بدون طرف دوم یعنی =+
dx
dy

و یک  =

  جواب خصوصی دستگاه. 

Ayکنیم در دستگاه  هاي معادلات دیفرانسیل خطی با ضرایب ثابت، فرض می دستگاه
dx
dy

  ثابت باشند.  Aعناصر ماتریس  =
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می توان ماتریس 


















=

ny

y
y

y
M

2

1

در فضاي برداري  yهاي یک بردار  را به عنوان مولفه 
nE پایۀ  مجهز به)e,...,e,e( n21  در نظر

Ayگرفت، بنابراین نمایش ماتریسی 
dx
dy

y(f(هم از نمایش برداري  =
dx
dy

آندونیسم  fشود که در آن  می =
nE  به ماتریس

A  در پایه(ei)  .است  
  سوال: جواب عمومی دستگاه معادلات دیفرانسیل زیر را بیابید؛ 

  










−=

+=

21
2

21
1

3

5

yy
dx
dy

yy
dx
dy

  

  حل: ماتریس این دستگاه عبارت است از؛

  







−

= 31
51

A  

  ؛فوق استهاي معادله  مقادیر ویژة آن ریشه

  o=
−−

−
r

r
31
51  

+−=oیا  822 rr 21باشند بنابراین  می =r  42و −=r شود؛ در نتیجه دستگاه به صورت زیر تبدیل می  

  




=

=
⇒
















−

=



















− x

x

ecz
ecz

z
z

dx
zd

dx
zd

4
2

2
11

2

1

2

1

2
2
o

o
  

)از طرف دیگر از معادله  ) o=+− 21 51 uur 1هاي ویژة مربوط به  توان بر داده میr  2وr  21را به دست آورد. به ازاي =r 
−+=oداریم  5621u  از آنجا یک بردار ویژة),(V 42و به ازاي  151 −=r داریم o=+ 21 55 uu  و از آنجا یک بردار ویژه
V),(دیگر  112   در نتیجه ماتریس تعویض پایه عبارت است از؛ =−

  







−

= 11
15

P  

  از آنجا داریم؛

  















−

=








2

1

2

1

11
15

z
z

y
y
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  یعنی 

  




−=

+=
−

−

xk

xx

ececy
ececy

42
12

2
2

2
11

2
5

  

  روش عملگري حل دستگاه معادلات دیفرانسیل

در این روش با استفاده از عملگر مشتق و نماد 
2d

dD 2و  =

2
2

dt
dD =  ....n

n
n

dt
dD معادلات دستگاه را به صورت معادلات  =

... معادلاد دیفرانسیل عملگري یک دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی با دو  22و  12نویسید؛ در حالت کلی اگر  عملگري می
  توان دستگاه را به صورت  باشند آنگاه می yو  xمتغیر 

)1(  )t(gLL),t(gyLxL y)x( 12243 ==+  

)در دستگاه بالا به معادله  yنوشت، از حذف متغیر  ) )t(fxLLLL 13241 به  xو از حذف متغیر  −=

)t(fy)LLLL( 23241 t(gK)t(gL)t(f(رسیم که در آن  می −= 22141 t(gL)t(gL)t(f(و  =− 13212 که با  =−
  را چنین به دست آورد.  yو  xتوان  توجه به تعریف دترمینان می

  

43

21

23

11

43

21

42

21

LL
LL
gL
gL

y,

LL
LL
Lg
Lg

x =−  

  )1آنگاه از دستگاه ( det(مخرج)  ≠oاگر 
  آید.  به دست می yو  xبر حسب  n) در معادلۀ دیفرانسیل مرتبه -
  عادلات یکسان است.) معادلۀ کمکی و جواب عمومی هر کدام از این م -
  شود.  پارامتر پدیدار می n2پارامتر هستند در جواب کلی  nبر حسب  yو  x) چون هر کدام از -
  تاست. n) تعداد کل پارامترهاي مستقل در جواب دستگاه -

هاي آن دلخواه باشد، موارد  بیان شده در بالا  آنگاه ممکن است دستگاه بدون جواب باشد یا آنکه تعداد ثابت det= (مخرج) oاگر 
  مورد هر دستگاه معادلات دیفرانسیل برقرار است. 

سوال؛ دستگاه 




++=′
−−=′

etyxy
yxx

4
  را حل کنید. 13

  حل؛ معادلات عملگري این دستگاه عبارتند از؛

  




=−+−

−=+−
tey)D(x

yx)D(
41
13

  

  بنابراین؛
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11
13
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11
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41
13

−−
−

−
−

=

−−
−
−

−−

=

D
D

De
x,

D
D

e
D

y
tt

  

  
  سپس داریم؛

  bt ex)D(,eY)D( 412812 22 −=−−−−  

ttecی معادلات همگن متناظر با معادلات بالا یکسان و به صورت جواب عموم 2
2  +tec 2

با استفاده از روش ضرایب نامعین  1

  را نیز به دست آورد، بنابراین px ،pyتوان  می

  










−−+=+=

+−+=+=

4
18
4
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2
4

2
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2
2

2
1

ttt
pc

ttt
pc

etececyyy

etececxxx
  

  شوند.  اگر این دو جواب را در معادله دوم دستگاه قرار دهیم؛ پارامترهاي وابسته خطی حذف می

  ( ) o=−++−=−−−′ tt te)cc(ecccetyxy 2
24

2
4134  

24که در آن  cc 21413و = ccccc   نابراین جواب عمومی دستگاه با دو پارامتر ثابت برابر است باشود، ب نتیجه می =−=−

( ) ( )










−++=

−−+−=

ttt

ttt

etecec)t(x

etececcty

44
1

84
1

2
2

2
1

2
2

2
21

  

  روش لاپلاس براي حل دستگاه معادلات دیفرانسیل

هر گاه شرایط اولیه معلوم باشند، روش تبدیل لاپلاس، یک دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی با ضرایب ثابت را به یک دستگاه 
  کند.  تبدیل می Sمعادلات جبري بر حسب توابعی از 

سوال: جوابی از دستگاه 




=+′′+−
=−+′′

o
o

221

211

44
41

xxx
xexx

بیایید که شرایط زیرا را برآورد  




−=′=′
==

11 21

21

)(x,)(x
)(x)(x
oo

ooo
   

  آوریم؛ حل؛ پس از تبدیل لاپلاس گرفتن از معادله به دست می

  






=′−−++−

=′−−−+

ooo
ooo

)(x)(S)S(x)S(xS)S(x
)(x)(Sx)S(x)S(ex)x(xS

x 222
2

1

1211
2

2
44

41
  

  گیریم؛ و با قرار دادن شرایط اولیه نتیجه می
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−=++−

=−+

1444
1410

2
2

1

21
2

)(x)S()S(x
)S(x)S(x)S(

  

X)(از حذف    آوریم: به دست می 42

  
1221224 2222

2

1 +
+

+
+
+

=
++

=
S

DCS
S

BAS
)S()S(

S)(X  

  در رابطه  Sهاي مساوي  و با متحد قرار دادن ضرایب توان

  )S()DCS()S()BAS(S 212 222 +++++=  
CAآید   به دست می == o  56و /D B/51و  =   بنابراین؛  =−

  12
56

2
51

221 +
+

+
−

=
S

/
S

/)S(X  

  پس از تبدیل معکوس گرفتن 

tsintsin)t(x 25
1

10
1

1 +
−

=  

s(X(از حذف    شود؛ و از معادله اول دستگاه نتیجه می 1

  
12
53

2
52

122
6

2222

2

2 +
−

+
−

=
++

+
−=

S
/

S
/

)S()S(
S)S(x  

  اگر از طرفین رابطه بالا مبدل معکوس بگیریم آنگاه؛

  )tsin(intS)t(x 210
1

5
1

2 −−  

سوال؛ جواب عمومی دستگاه معادلات 









+=

+=

21
2

21
1
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22

xx
dt

dx

xx
dt
dx

  را بیابید.   

−=−−−=oحل؛ معادله مشخصه  232 )K()K()KIAdet(  یاo=+− 452K 11شه هایش که ری =K  و

42 =K باشد، از حل دستگاه  می( ) o=α− )(KIA  به ازاي این مقادیرk آوریم؛  به دست می  

121به ازاي 
21

1
2

1 =







=
















k:

a
a

o
o

21شود  نتیجه می  2 aa 12، اگر − =a  21آنگاه −=a  و







+
−

= 1
2

1a  به ازاي

411
22

2
2

1 =







=
















−

−
k

a
a

o
o

21یا   aa 11پس  = =a  آنگاه







== 1

11 22 a,a.  

  بنابراین جواب عمومی دستگاه برابر است با؛

  tttt ececececx 4
21

4
2211 1

1
1

2








+







−
=α+α=  
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و ....  2kو  1k(*) در سوال فوق مقادیر ویژه حقیقی و متمایزند که آنها را به 
nk دهیم به ازاي هر مقدار  نشان میki  دستگاه

−o=αمعادلات خطی همگن  i)KiIA( دهیم چون دترمینان این دستگاه صفر است، بعضی از معادلات دستگاه  را تشکیل می
جواب  تکراري یا وابسته خطی به بعضی دیگر از معادلات دستگاه هستند، به عبارت دیگر دستگاه حتماً جواب ناصفر دارد، بنابراین

  عمومی برابر است با؛

  knt
nn

tktk eC...ececX α++α+α= 2
2211

1  
iqpاعداد مختلط و متمایز  Aدر سوال بعد مقادیر ویژه ماتریس  هستند. در اینجا دستگاه معادلات خطی همگن  ±

o=α±− )I)iqp(A( کنیم این دستگاه نیز به سبب داشتن معادلات وابسته خطی، حتماً جواب ناصفر دارد،  را حل می
ید.  جواب عمومی دستگاه به دست می، αهاي حقیقی و موهولی  معمولاً از تفکیک قسمت آ  

سوال: جواب عمومی دستگاه معادلات 
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dt
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dt
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  را بیابید.   

  ؛Aحل؛ معادله مشخصه ماتریس 
  o=+−−−−=− 257 )K()K()KIAdet(  
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2112یا   a)i(a 22اگر  =− =a  آنگاهia −= و  11






 −
=α 2

1 i  بنابراین

)tsinit(cose
i

e
i
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)tsin(e
)tsint)o((e

i
e)t(cos

e)tsint(cos
t
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22 6
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  و جواب عمومی دستگاه برابر خواهد بود با؛

  






 +−
+







 +
= −−

tsin
tsintcos

ec
tcos

tsintcos
ecx tt 6

2
6

1  

هستند، در این جا  mحقیقی اند و بعضی از آنها از مرتبه تکرار  Aشود این است که ویژه  و حالت سوم که در سوال زیر مطرح می
  دهیم: در حالت تشخیص می

xxسوال: دستگاه معادلات  







−
−

=′
92

  را حل کنید؛ 183

)به صورت  Aحل: معادله مشخصه  ) o=+λ ، از حل دستگاه است 2مقدار ویژه از مرتبه تکرار  λ=−3بنابراین  23

o=α+ )IA( ,tآید  به دست می3 >=<α te,xیک جواب دستگاه  13 3
1 13 دستگاه  βن بنابراین براي یافت >=<−

α=β+ )IA(   کنیم.  را حل می 3
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2که از آن معادله  
13 21 =− bb اگر ،o=2b  1=2/1آنگاهb  بنابراینte// >=β   و  221
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tex 33
2

21
1
3 −−









+








=

o
 

  و جواب عمومی برابر است با

  tt e
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/t
cecx 3
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1
213

1
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=  

هاي دوم و سوم دستگاه  باشد ولی یک بردار ویژه متناظر با آن وجود داشته باشد آنگاه جواب 3از مرتبه تکرار  Aاگر مقدار ویژه 
  عبارتند از:

  






γ+β+α=

β+α=

t/kt/kt/k

klttk

eteetx

etex

2
2

3

1
2

  

αβγکــه  )هــاي  بردارهــاي ویــژه مســتقل خطــی هســتند کــه بــه ترتیــب از حــل دســتگاه          ,, ) o=α− IKA و  1

β=α− )IKA( )و  1 ) γ=β− IKA   آیند. به دست می 1
  

  جواب عمومی دستگاه ناهمگن زیر را بیابید: سوال؛

  







=








−

−
=′

−te
t

xX
3

42
13

  

  کنیم؛ معادله مشخصه ماتریس ضرایب برابر است با: حل: ابتدا دستگاه همگن متناظر با آن را حل می

  ( )( ) o=+λ+λ=







λ−−

λ−−
=λ− 5242

13
)IAdet(  

21بنابراین  −=λ  52و −=λ یژه متناظر با آن به ترتیب عبارتند از:و بردارهاي و  

  tex,k 2
11 1

1
1
1 −

















=  

  tex,k 5
22 2

1
2

1 −








−

=







−

=  

  بنابراین ماتریس اصلی

  







−

=φ
−−

−−

tt

tt

ee
ee

)t( 52

52

3و معکوس آن 2
12

55

22
1 ×








−

=φ−
tt

tt

ee
ee

)t(  

  آید.  است بنابراین جواب خصوصی از فرمول زیر به دست می

  ∫ −φφ= dt)t(F)t()t(X P
1  
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  ∫ 















−








−

=
−−−

−−

dt
e
t

ee
ee

ee
ee

ttt

tt

tt

tt 32
3
1

2 55

22

52

52

  

  ∫
















−

+








−

=
−−

−−

dt
ete

ete

ee
ee

ttt

tt

tt

tt

3
1
3
12

3
1

2 5

2

52

52

  

  



















+−

+−
=



















−−

+−









−

=
−

−

−−

−−

t

t

ttt

ttt

tt

tt

et

et

eeet

eete

ee
ee

2
1

50
21

5
3

4
1

50
27

5
6

12
1

25
1

5
1

3
1

2
1

2 455

22

52

52

  

  شود؛ بنابراین جواب عمومی دستگاه غیر همگن به صورت زیر نتیجه می

  ∫ −φφ+φ= dt)t(F)t()t(c)t(x p
1  

  



















+−

+−
+
















−

=
−

−

−−

−−

t

t

tt

tt

et

et

C
C

ee
ee

2
1

50
21

5
3

4
1

50
27

5
6

2 2

1
52

52

  

  ttt etecec −−−

















+
















−
















+







−

+







=

2
1
4
1

50
21
50
27

5
3
5
6

2
121

1 52
1  

دستگاه معادلات  –تست 




=′
=′

xy
yx

2
  داراي کدام جواب است؟ 3

الف) 



+=

+=
−

−

tt

tt

ececx
ececy

43

21

ب)      



+=

+=
−

−

tt

tt

ececx
ececy

3
4

3
3

2
2

2
1

  

ج) 



+=

+=
−

−

tt

tt

ececx
ececy

3

2
1

436
2

د)   



+=

+= −−

tt

tt

ececx
ececy

4
3

3

42
1 3

  
  ) صحیح است. با استفاده از عملگرد داریم:1حل؛ گزینه (

  




=−
=−

o
o

yD
Dyx

x 3
2

  

−=o) ضرب کرده و با مشتق معادله اول جمع کنیم معادله -2اگر معادله دوم را در ( yyD آید و اگر مشتق  به دست می 62
−+=oبرابر معادله اول کم کنیم به  3معادله دوم را از  xxD   هاي معادله کمکی است پس  ریشه ±1. که رسیم می 62

  




+=

+=
−

−

tt

tt

ececx
ececy

43

21  
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    پنجمهاي تألیفی بخش  تست

)از دستگاه  -1 ) ( ) ooo ==




−=′
+−=′

yx,
yxy

eyxx t

35
23

  کدام است؟ t(y(مقدار  

الف) 
tsintcoset

2
5

2
5

2
5

−−
ب)   

tsintcoset

3
5

3
5

3
5

+−
  

ج) 
tsintcoset

3
5

2
5

2
5

−+
د)   

tsintcoset

3
5

3
5

2
5

−+
  

از دستگاه  -2




−=′
+=′

yxy
yxx
24

)مقدار   )tx  .کدام است  

الف) 
tt ecec)t(x 2

2
3

1
−− ب)   =+

tt ecec)t(x 2
2

3
1 += −

  

ج) 
tt ecc)t(x 2

2
3

1
د)     =+−

tt ecec)t(x 2
2

3
1 +=  

یک جواب خصوصی براي دستگاه معادلات دیفرانسیل  -3




++=′
++=′

14
32

212

211

xxx
etxxx

  کدام است؟ 

ب)     الف)  










−=

+−=

5
2

5
3

5
2135

1

2

1

t

t

tex

e)t(x
  

ج) 










−−−=

+=

5
2133

1
5
3

3
1

2

1

t

t

e)t(x

tex
د)   










−−=

+−=

5
2

4
1

5
3134

1

2

1

t

t

tex

e)t(x
  

t(x(در دستگاه معادلات دیفرانسیل زیر جواب خصوصی  -4   کدام است؟ 2

  







+








=′

5
5

23
21 et

xx  

2الف) 
5

6
5

+te
2ب)   

5
6
5

+
− te

4ج)   
5

2
5

+− te
4د)   

5
2
5

+te
  

   










+
−

=

+−=

y
tex

y
e)t(x

t

t

2
2
1

3132
1

2

1
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∫جواب معادله  -5 −+=
t

du)a(x)xtsin(tsin)t(x
o

  کدام است؟ 222

t(x(tcostالف)  34 ب)     =−

tcost)t(x 34 +=  
t(x(tsintج)  34 t(x(tsintد)     =+ 34 −=  

  دیفرانسیل زیر تحت شرایط اولیه داده شده کدام است؟ –جواب معادله انتگرال  -6

  






=′=

−=′′ ∫ −

o
o

)e(u)e(x

duee)t(x
t )ut(t 22

  

=−+1الف)  −− tt ete)t(x   (1ب+−= tt ete)t(x  

=−−1ج)  tt tee)t(x     (1د−−= −− tt tee)t(x  

جواب عمومی دستگاه  -7




−=′
−=′

yxy
yxx

4
  آید؟ چه جوابی به دست می t(y(براي  3

الف) 
tt ecec)t(y −+= 21 ب)   2

tt e)t(cec)t(y 122 21 ++=  

t(y(tececج)  t 2
21 2 −− د)   =+

tt e)t(cec)t(y 122 21 −+=  

جواب دستگاه معادله دیفرانسیل   -8









−=

+=

yx
dt
dy

yx
dt
dx

24
  کدام است؟ 

الف) 





+−=

+=
−

−

tt

tt

cecy

ececx
3

2
2

1

3
2

2
1

ب)   4




+−=

+=
−

−

tt

tt

ececy
ececx

2
2

3
1

2
2

3
1

4
  

ج) 




+−=

+=
− tt

tt

ececy
ececk

2
21

2
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2
د)   





+−=

+=
−

−

tt

tt

ececy
ececx

3
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3
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2
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    پنجمهاي تألیفی بخش  جواب

  ) صحیح است.1گزینه ( -1

  کنیم: از تبدیل لاپلاس استفاده می

  
( )







−=−
−

+−=−

yx)(ysy
s

yxxsx

35
1

123

o

o
  

  داریم:با حل دستگاه جبري بالا 

  ( )( ) 1
1

2
5

12
5

1
1

2
5

11
5

222 +
−

+
−

−
=

+−
=

s
.

s
s.

s
.

ss
y  

  tsintcose)t(y t

2
5

2
5

2
5

−−=  

   ) صحیح است.2گزینه ( -2

  نویسیم: دستگاه را به شکل زیر می

  ( )
( )




=−−+
=+−

o
o

BmA
BAm

24
1  

    معادله کمکی چنین است:

  ( )




=
−=

⇒=−−−− 2
3421

2

1

m
m

)m(m o  

413 −==⇒−= B,Am  با  

tey,ex t 343 −−== −  
112 ==⇒+= B,Am  

tt ey,ex 22 ==  





+−=

+=
−

−

tt

tt

ecec)t(y
ecec)t(x

2
4

3
3

2
2

3
1

4
  

  ) صحیح است.4گزینه ( -3

15هاي معادله مشخصه دستگاه همگن عبارت است از  ریشه =λ=λ   پس جواب خصوصی زیر را داریم: ,

  




++=

++=

Fe)EDt(x
ce)BAt(x

t

t

2

1  

ها در معادله با فرض  با قرار دادن این جواب
oE :و حل دستگاه به وجود آمده خواهیم داشت  
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4
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3
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o
  

  ) صحیح است. 3گزینه ( -4

  o=
λ−

λ−
23

21  

11که از آن  =λ  42و =λ 1آید و بردار ویژه متناظر با  به دست می−=λ   
  ( ) o=++ 21 211 uu  

که از آن امتداد 







− 1
te)t(xآید پس  به دست می 1 −









−

= 1
1

  داریم: λ=4و به همین شکل براي  1

  t)t(x
e

43
2
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=
− tt

tt
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)t(Q 4
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به شکل  t(f(بردار ستونی 
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5et
)t(f .است  
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e
)t(v)t()t(x
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  ) صحیح است. 4گزینه (  -5

  گیریم: از دو طرف تبدیل لاپلاس می

t(x)t(f(با فرض  tsin)t(gو  =   و استفاده از قضیه پیچش داریم: =2

  { } { } { }tsinL)t(xL
s

)t)xL 221
1

2 +
+

=  

  4
221

1
22 +

=+
+

=
s

)s(x
s

)s(x  

  
1

34
1

4
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2

+
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+
+

=
ss)s(s
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 جواب خصوصی
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  { } tsint)t(xL)t(x 341 −==⇒ −  
  ) صحیح است. 2گزینه ( -6

  با توجه به تبدیل لاپلاس داریم:

  )s(s)
s

(
s

)s(s ×
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−
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=× 2
1

2
12  

  
( )22 1

1
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  ) صحیح است. 4گزینه ( -7
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  ) صحیح است.2گزینه ( -8
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  سوالات برگزیده آزمون هاي سال هاي گذشتهمجموعه 
  

cos(xجواب معادله دیفرانسیل  .1 y)dx x sin x(x y)dx x sin(x y)dy+ = + + یک از موارد داده شده  ، کدام +
  باشد؟ می

1 (x cos(x y) c+ =  2 (y cos(x y) c+ = 

3 (x sin(x y) c+ =  4 (y sin(x y) c+ =  
  ) صحیح است.1حل: گزینه (

  u x y dy du dx= + ⇒ = −  
  cos u dx x sin udx (x sin u)(du dx)= + −  

  dx sin u du Lnx Ln cos u LnC x cos(x y) C
x cos u

= ⇒ + = ⇒ + =  

  جواب معادله زیر با شرایط اولیه داده شده کدام است؟ .2

  

xh sin xcosxy ; y( )
y( x )
−′ = =

−

2
2 0 2

1  
1 (y ( x ) sin x− + =2 2 21 2  2 (y ( x ) cos x− + =2 2 21 3  

3 (y ( x ) sin x− + =2 2 21 4  4 (y ( x ) cos x− − =2 2 21 5  
  ) صحیح است.3حل: گزینه (

    (معادله برنولی)
x sin x cos xy y y
x ( x )

−′ − = −
− −

1
2 21 1

  

  x sin xyy y , u y u yy
x ( x )

′ ′ ′− = − = ⇒ =
− −

2 2
2 2

2 2
1 2 1

  

    (معادله خطی مرتبه اول)

sin xu u
x x

′− = −
− −2 2
2 2

1 1
  

  x dx Ln( x )
x

−
= −

−∫ 2
2

2 1
1

  

  sin xu ( ( x )dx c)
x x

= − − +
− −∫ 2

2 2
1 2 1

1 1
  

  y ( x ) sin x y ( x ) sin x− = − + ⇒ − + =2 2 2 2 2 22 1 1 2 7 1 4  
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  y( ) C C= ⇒ = + ⇒ =
1 70 2 4 2 2

  

yyکدام گزینه جواب معادله دیفرانسیل  .3 y e′′ ′+ =3 2   است؟ 0

1 (yx y c e c= + +2
1 2  2 (yy c x e c= + +2

1 2
1
4

  

3 (yy x c e c= + +2
1 2  4 (yx c y e c= + +2

1 2
1
4

  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  باشد. معادله فاقد متغیر می

  y ydP dP dPy P P P e e dy
dy dt P

′′ = ⇒ + = ⇒ + =3 2 2
20 0  y P′ =  

  y ye C (C e )dy dx
P

− + = ⇒ + =2 2
1 1

1 1 1
2 2

  

  y yC y e x C x C y e C+ = + ⇒ = + +2 2
1 1 2

1 1
4 4

  

  تبدیل لاپلاس جواب معادل زیر کدام است؟ .4

  d y dyt ( t) y , t , y( ) , y ( )
dtdt

′+ − + = > = = −
2
2 1 0 0 0 1 0 1  

1 (s
s
−1
2

  2 (
s2
1  3 (s

s −2 1
  4 (

s −2
1

1
  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  y = 0 L L ( ty )′′ + L ( ty )′′ + L y′ −  

  ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))S Y Sy y SY y SY y Y′ ′ ′− − − + − + − + =2 0 0 0 0 0  

  ( )SY S Y SY SY Y Y′ ′− + − + − + + + =22 1 1 0  

  ( ) ( )Y S S Y S′ − + − =2 2 0  

  Y S S
LnY Ln Y

Y S S S S

′ − −
= − + ⇒ = ⇒ =

− 2 2
2 1 1 1

1  

yجواب عمومی معادله  .5 y y′′ ′+ + =   برابر کدام است؟ 0

1 (cos( ) sin( )
x

y e c x c x
−  

= +  

1
2 1 2

3 3
2 2  2 ([ cos sin ]xy e c x c x−= +1 2  

3 (cos( ) sin( )
x

y e c x c x
−  = +  

2
2 1 2

1 1
2 2  4 ([ cos( ) sin( )]xy e c x c x= − + −1 2  
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  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  ( )t t t i+ + ⇒ = − ± − = − ±2 1 1 31 1 1 42 2 2  

  cos( ) sin( )
x

y e c x c x
−  

= + 
 

1
2 1 2

3 3
2 2  

)جواب عمومی معادله  .6 ) xxy x y x e−+ − =1   کدام است؟ 21

1( x cy xe− +=  2 (( )xy xe x c−= +  

3 (( )xy e x c−= +  4 (( )x cy e x c+= −  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  معادله خطی مرتبه اول است.

, ,
x

x x Lnxx x e
y y xe dx x Lnx e

x x x
− −− −′ + = ∫ = − =

1 1  

( )
x

x x xe
y xe xe dx C xe x c

x
− − − 

= ∫ + = + 
 

  

  

)فاکتور انتگرال معادله دیفرانسیل  .7 ) ( )y x y x x y y′+ + + + + =1 3 2   کدام است؟ 0

1 (y  2 (xy 3 (
y
1  4 (

xy
1  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  ( ) ( )x y x y dx x y x y dyα β+ α+ β+ + + + + =1 11 3 2 0  

  
( ) ( ) ( )

,
( ) ( ) ( )

P
x y x y x y

y
F y

Q
x y x y x y

x

α + β α β+ α β

α+ β α β+ α β

∂ = β + + β + + β + ∂ ⇒ α = β = ⇒ =
∂ = α + + α + + α + ∂

1 1

1 1

1 2 1
0 1

2 3 1 2 1
  

)براي جواب مسأله مقدار اولیه  .8 )
( )
x y dx xdy

y

 + − =


=

2 2 0
1 0

)مقدار   )y e کدام است؟  

1 (1  2 (e2  3 (e3  4 (e 

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  معادله از نوع خطی است.
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  ( )x
y y x y x dx c

x x
′− = ⇒ = ∫ +2

2
2  

  , ( ) ( )y x Lnx cx y c y x Lnx y e e= + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =2 2 2 21 0 0  

cosxyمعادله برنولی .9 y y x x′ + =2 حاصل  yاز تغییر متغیر  uمعادل با کدام معادله است؟ (متغیر  3
  شود.) می

1 (cosu u x′ + =  2 (cosu u x′ − =  

3 (cosu u x
x

′ + =
3 3  4 (cosu u x

x
′ + =

1  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

cosu y u y y xu x x′ ′ ′= ⇒ = ⇒ + =3 23 28 3  
  اي اول عبارتند از: ها لژاندار، سه چند جمله اي از میان کلیه چند جمله .10

1( ( ) , ( ) ( )P x x P x x P x= − = =2
2 1 1 0

3 1 12 2
  2 (( ) , ( ) ( )P x x P x x P x= − = =2

2 1 1 03 1 1  

3 (( ) , ( ) ( )P x x P x x P x= − = =2
2 1 1 01 3 1  4 (( ) , ( ) ( )P x x P x x P x= − = =2

2 1 1 2
1 13

  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

)اگر  .11 ) ( )F x Ln
s s

= + 2
1 )گاه  ، آن11 ( ))F s−1 L برابر کدام است؟  

1 (( cos )u
u

−2 1  2 (sint u
du

u
+

∫0
12  3 (( sin )u

u
+2 1  4 (cost u

du
u

−
∫0

12  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  ( )F s dt−1
1 L ( ) tF s

S
− = ∫1

1 0
1 L  

  ( ) ( )s
F s Ln Ln s Lns

s

+
= = + −

2 2
1 2

1 1 2  

  ( ) cosF s t− ′ = −1
1 2 2 L ( ) s

F s
ss

′ = − ⇒
+

1 2
2 2

1
  

  ( )F s− ′1
1 L ( )F s

t
− −

=1
1

1 L  

  cos( )
t u

F s du
u

− −
= ∫1

1 0
12 L cos( ) t

F s
t

− −
= − ⇒1

1
2 2 L  

  

http://www.SANJESH.IR


  معادلات دیفرانسیل
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«186» 

)هاي معادله شاخص معادله  ریشه .12 ) ( )x x y tx y y′′ ′+ + + + =2 1 1 2 xدر نزدیکی (همسایگی) نقطه  0 = 0 

  عبارت کدام است؟

1( , 10 2
  2 (, −

10 2
  3 (, 11 2

  4 (, −
11 2

  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

x =   یک نقطه منفرد منظم است. 0
xهر دو در  h(x)و  (x)توابع  =   تحلیلی هستند.  0

( ) x
h x

x
=

+1
)و   )

( )
x

g x
x

+
=

+
1 6
2 1  

  ( ( ) ) ( ) ( ) ,r r g h r r r+ − + = ⇒ + − = ⇒ =2 2 1 10 1 0 0 1 0 02 2
  

)جواب معادله دیفرانسیل  .13 )y′ =1 )و  0 ) , ( )x y xy y y y′′ ′ ′+ + = = =2 9 0 1 2 1 با شرایط داده شده کدام  0
  است؟

1 (sin( )y Lnx= 2 3  2 (cos( )y Lnx= 2 3  
3 (cos( ) sin( )y Lnx Lnx= +3 2 3  4 (cos( ) sin( )y Lnx Lnx= +2 3 3  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  باشد. معادله از نوع کشُی می

  , cos( ) sin( )t t i y A Lnx B Lnx+ = ⇒ = ± = +2 9 0 3 3 3  
  ( ) cos( ) sin( )y A b A= ⇒ = + ⇒ =1 2 2 0 0 2  

  sin( ) cos( ) , ( )B
y Lnx Lnx y B

x x
′ ′= − + = ⇒ =

6 33 3 1 0 0  

)cosلذا  )y Lnx= 2 3  

)تبدیل لاپلاس  .14 ) ( ) sin
t

f t t x xdx= −∫ 3
0   برابر کدام است؟ 2

1 (
( )s s +4 2

12
4

  2 (
( )s s +4 2

6
4

  3 (
( )s s +3 2
12

4
  4 (

( )s s +3 2
6

4
  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  با استفاده از قضیه کانولش داریم:

  !(sin )
( )

t
s s s s

= × =
+ +4 2 4 2

3 2 122
4 4

 L ( )t3
 L ( )f t = L  
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)جواب عمومی معادله  .15 ) xD D y e− + =2 53 2   کدام است؟ 12

1 (x x xy c e c e e− −= + +2 5
1 2  2 (x x xy c e c e e− −= + +2 5

1 2
1

12
  

3 (x x xy c e c e e= + +2 5
1 2

1
12

  4 (x x xy c e c e e= + +2 5
1 2  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  , x xD D D yh c e c e− + = ⇒ = ⇒ = +2 2
1 23 2 0 1 2  

  ,x
p py Ae A A A A y yh y= ⇒ − + = ⇒ = = +5 25 15 2 12 1  

xyمعادله دیفرانسیل  .16
y

x y
′ =

− −2 2
2

4
  شود؟ با کدام تغییر متغیر با معادله خطی مرتبه اول تبدیل می 

1 (t y= 2  2 (t x= 2  3 (t y−= 2  4 (t x−= 2  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  باشد. می xمعادله برنولی نسبت به 

  dx x y dx y
x x

dy xy dy y y
−− − +

= ⇒ − = −
2 2 2 14 1 4

3 2 2
  

tو با تغییر متغیر  x=   شود. به معادله خطی مرتبه اول تبدیل می 2
  

)مقدار انتگرال  .17 )P x dx
−∫
1

)که در آن  01 )P x0 باشد. چقدر است؟ اي لژاندار می یک چندجمله  

1) 2  ) صفر1
2

  3 (1  4 (2  

  ) صحیح است.4حل: گزینه (

)دانیم  می )P x =0 1  

  dx x
−

= =
−∫

1
1

1 21  

)مقدار  .18 )y yمربوط به معادله دیفرانسیل  ∞ y′ + =5   کدام است؟ 1

1 (1
5

  2 (1
3

  3 (1
4

  4 (1  

  ) صحیح است.1حل: گزینه (

  اول است. معادله از نوع خطی مرتبه

  ( ) ( )x x xy e e dx c ce y− −= ∫ + = + ⇒ +∞ =5 5 51 1
5 5
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)sinتبدیل لاپلاس تابع  .19 ) at
f t

t
  عددي حقیقی است برابر کدام است؟ aکه در آن  =

1 (( )a
Ln

s
+1  2 (tan s

a
−− 1  3 (( )a

Ln
s s

+
1 1  4 (tan s

a
−π

− 1
2

  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  sin( ) tan tanat a u s
du

t a au a

∞ − −∞ π
= = = −

+∫ 1 1
2 20 0 2  

yجواب عمومی معادله  .20 y y x′′ ′+ + =6 9   عبارت است از: 9

1 (x xy c e c e x−= + + −3 2
1 2

2
3

  2 (( ) xy c c x e x−= + + −3
1 2

12 3
  

3 (( ) xy c c x e x−= + + −2
1 2

2
3

  4 (x xy c e c e x−= + + −3 3
1 2

12 3
  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  , ( ) xt t t yh c c x e−+ + = ⇒ = − = +2 3
1 26 9 0 3  

  , ,p p py Ax B y A y′ ′′= + = =0  

  , pA Ax B x A B y x+ + ≡ ⇒ = = − ⇒ = −
2 26 9 9 9 1 3 3

  

اگر  .21
x y

µ =
+2 2
  فاکتور انتگرال معادله همگن زیر باشد. جواب آن کدام رابطه است؟ 1

  ( ) ( )x y dy x y dx− − + = 0  
1 (tan y

Ln x y c
x

− − + =1 2 2  2 (tan ( )y y
Ln c

x x
− − + =1 2 1  

3 (tan ( )y y
Ln c

x x
− + + =1 1 4 (tan ( )y

Ln x y c
x

− + + =1 2 2  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  باشد. معادله از نوع همگن می

  y x dy dx xd= υ ⇒ = υ + υ  

  ( )( ) ( ) ( ) ( )x dx xd x dx dx x d− υ υ + υ − + υ = ⇒ υ + − − υ υ =21 1 0 1 1 0  

  tan ( )dx
d Lnx Ln c

x
−−υ

− υ = ⇒ − υ+ +υ =
+υ

1 2
2

1 10 121
  

  / tan tany y
Lnx y x c Ln x y c

x x
− −+ − = ⇒ + − =2 2 1 2 2 11  

  

)جوابی از معادله  .22 )x y dx xydy+ + =2 2 )که از نقطه  0 , )1   گذرد، کدام است؟ می 1
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1 (y x= +
2 3
5 5

  2 (y
x

=
− 2
2

5
  3 (x

y
−

=
23

2
  4 (y x

x
= − 2

2
1 3
2

  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  باشد. نوع همگن میمعادله از 

  y x dy dx xd= υ ⇒ = υ + υ  

  ( ) ( ) ( )x dx x dx xd dx x d+ υ + υ υ + υ = ⇒ + υ + υ υ =2 2 2 21 0 1 2 0  

  ( ) ( ( ) )dx y
d Lnx Ln Lnc x c

x x
υ

+ υ = ⇒ + + υ = ⇒ + =
+ υ

2 4 2
12

10 1 2 1 241 2
  

  ( ) , ,x x y c x y c y x
x

+ = = = ⇒ = ⇒ = −2 2 2 2
2

1 32 1 1 3
2

  

دستگاه معادلات  .23
dx

x y
dt
dy

y x
dt

= +

= +

2

2
  ارز کدام معادله است؟ هم 

1 (x x′′ ′− − =2 3 0  2 (x x x′′′ ′′ ′+ + =2 3 0  
3 (x x x′′′ ′′ ′− − =2 3 0  4 (x x x′′′ ′′ ′− + =2 3 0  

  ) صحیح است.3حل: گزینه (

  از معادله اول دستگاه داریم:

  ( ) ( )y x x y x x′ ′ ′′ ′= − ⇒ = −
1 1
2 2

  

  با جایگذاري در معادله دوم داریم:

  ( ) ( )x x x x x x x x x x x′′ ′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′− = − + ⇒ − − = ⇒ − − =
1 1 2 2 3 0 2 3 02 2

  

)تبدیل لاپلاس تابع  .24 )f t
t

=
1

  کدام است؟ 

1 (,s
s

>
10  2 (, s

s >
π

0  3 (,s s> π0  4 (,s
s
π

>0  

  ) صحیح است.2حل: گزینه (

  /
/

( )
( ) ,t s

ss
−

Γ − + π
Γ = = >1 2

1 2

1 12 0  

yجواب خصوصی معادله  .25 y x′′ ′− =   کدام است؟ 2

1 (( )py x x= − +2  2 (( )py x x= +2  3 (( )py x x= −2  4 (( )py x x= +2 1  
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  ) صحیح است.1حل: گزینه (

  چون صفر یک بار ریشه معادله مفسر است. لذا:

  ( ) , ,p p py x Ax B y Ax B y A′ ′′= + = + =2 2  

  , ( )pA Ax B x A B y x x− + = ⇒ = − = − ⇒ = − +2 2 2 1 2 2  

yجواب عمومی و جواب غیرعادي معادله  .26 xy
y

′= +
′

1
  اند؟ کدام 

1 (,y x y cx
cx

= = +2 2 12  2 (,y x y cx
c

= = +2 14  

3 (,x y y cx
c

= = −2 14  4 (,y x y cx
cx

− = = +2 2 12  

  ) صحیح است.2حل: گزینه (

yمعادله کلرو است و جواب عمومی آن به فرم  cx
c

= +
  شود. باشد و جواب غیرعادي به صورت زیر محاسبه می می 1

  
y c x xy cx

c c y x x x x
x x

c c

 = + += +  ⇒ = + + = 
 = − =
  

2 2 2
2 2

2 2

11 2
2 41 10

  

  

)جواب عمومی معادله دیفرانسیل مرتبه اول  .27 )ydx x x y dy+ − =2 1   کدام است؟ 0

1 (y
y c

x
− + =

2 3
3

1 1
2 3

  2 (( )y
y c

x
− + =2 21 1

2 2
  

3 (( )y
y c

x
− + =2 31 1

2 3
  4 (( )y

y c
x

− + =2  

  ) صحیح است.3حل: گزینه (

  کنیم. ابتدا فاکتور انتگرال معادله را پیدا می

  ( )x y dx x y x y dyα β+ α+ β+ − =1 1 2 1 0  

  
( )

,
( ) ( )

P
x y

yy
F

Q xx y x y
x

α β

α + β+ α β

∂ = β + ∂ ⇒ α = − β = ⇒ =
∂ = α + − α + ∂

32 1

1
3 1

3 1
  

    معادله کامل

( )y y
dx y dy

x x
+ − =

2 2
3 2 0  
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  ( ) ( )y
u dx f y y x f y

x
−= + = − +∫

2 2 2
3

1
2

  

  ( ) ( )u
yx f y y yx f y y

y
− −∂ ′= + = − ⇒ =

∂
2 2 2 31

3  

  y x y c−− + =2 2 31 1
2 3

  جواب 

yجواب عمومی معادله  .28 xy y x′ ′+ = −2 2   برابر است با: 22

1 (( )( )x xy x c e y x c e−+ − − + − − =1 11 1 0  2 (( )( )x xy x c e y x c e−+ − + − − + =1 11 1 0  

3 (( )( )x xy x c e y x c e−− − + + − + =1 11 1 0  4 (( )( )x xy x c e y x c e−− + + + + + =1 11 1 0  
  ) صحیح است.2حل: گزینه (

  ( ) ,y x y y y x y y z′ ′ ′+ = ⇒ = − = − −2 2    

  ( )x x xy y x y e xe dx c x ce−′ − = − ⇒ = ∫ − + = + +1  

  ( )x x xy y x y e xe dx c x ce− −′ + = − ⇒ = ∫ − + = − + +1  

  ( )( )x xy x c e y x c e−− − + + − + =1 11 1   جواب 0

)پس از تغییر متغیر  .29 )u x dxy e∫= ي  معادله( )x yy y xy′′ ′= −2   آید؟ به کدام صورت درمی 2

1 (x uu xu′= −2 2 2  2 (x u xu′ = +2 2  3 (x u xu′= −2 1 2  4 (x uu xu′ = +2 1  
  ) صحیح است.3حل: گزینه (

  ( ) ( ) ( ), ( ) , ( ( ) ( ))u x dx u x dx u x dxy e y u x e y e u x u x∫ ∫ ∫′ ′′ ′= = = + 2  

  ( ) ( )( ( ) ( )) ( ( ))u x dx u x dxx e u x u x e xu x∫ ∫′ + = −2 2 2 2 21  

  x u x u x u xu x u xu′ ′+ = + − ⇒ = −2 2 2 2 2 21 2 1 2  
)جواب خصوصی  .30 )py x  معادله دیفرانسیلsiny y x x′′ + =4   آید؟ از طریق کدام عبارت به دست می 2

1 (( . ) cos ( . ) sinA x A x x B x B x x+ + +2 2
1 12 2  

2 (( . )cos ( . )sinAx A x Bx B x+ + +1 12 2  

3 (( . ) cosA x A x A x+ +2
1 2  

4 (( . ) cos ( . ) sinA x A x x B x B x x+ + +2 2
1 1 2  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

i+2 .یک بار ریشه معادله مفسر است  
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  (( )cos ( )sin )py x Ax B x Cx D x= + + +2 2  

کدام  f (cx)بنامیم، تبدیل لاپلاس  F(s)و  f(x)عدد ثابت و مثبتی باشد و تبدیل لاپلاس  cدر صورتی که  .31
  باشد؟ عبارتی می

1 (( )F cx
c
1  2 (( )s

F
c c
1  3 (( )F s

c
1  4 (( )cF cs  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  ( ) ( ) ( ) ( )
s
tsx c s

f cx e f cx dx e f t dt F
c c c

−∞ ∞−= = =∫ ∫0 0
1 1  

  

)ي دیفرانسیل  جواب معادله .32 )x xe x y y ye xy′− + =2 2 33   کدام است؟ 2

1 (xye x y c− =2 3  2 (( )yye x y c− + + =2  

3 (xxe y x c− =2 3  4 (( )xxe x y c− − + =2  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  ( ) ( )x xye xy dx e x y dy− + − =3 2 22 3 0  

xP  معادله کامل Q
e xy

y x
∂ ∂

= − =
∂ ∂

26  

  ( ) ( ) ( )x xu ye xy dx f y ye x y f y= ∫ − + = − +3 2 32  

  ( ) ( )x xu
e x y f y e x y f y c

y
∂ ′ ′= − + = − ⇒ =
∂

2 2 2 2
13 3  

  xye x y c− =2   جواب 3
  ساز) معادله دیفرانسیل: فاکتور انتگرال (عامل انتگرال .33

  (sin sin ) (cos cos )x xy ye x dx y e x dy− −− + + =2 2 0  
  کدام است؟

1 (ye  2 (x  3 (y 4 (xe  
  ) صحیح است. 4حل:گزینه (

  cos sin , sin cosx x xP Q
y e x e x e x

y x
− − −∂ ∂

= − = − −
∂ ∂

2 2 2  

  cos cos( )
cos cos

x
dx x

x
P Q y e x

F e e
Q y x y e x

−
∫

−
∂ ∂ +

− = = ⇒ = =
∂ ∂ +

1 2 1
2
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cosیک، جواب خصوصی معادله دیفرانسیل  کدام .34 hy y y x x′′ ′− +   باشد؟ ، می 2=

1 (( ) ( )x xx Ax B e Cx D e−+ + +2  2 (( ) cos h ( ) sinAx B x Cx D h x+ + +  

3 (( ) ( )x xAx B e x Cx D e−+ + +2  4 (( ) ( )x xAx B e Cx D e−+ + +  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  ( )x xx
y y y e e−′′ ′− + = +2 2

  

  دو بار ریشه معادله مفسر است. لذا داریم: 1چون 

  ( ) , ( ) ,x x
p p p p py x Ax B e y Cx D e y y y−= + = + = +1 2 1 2

2  

nاگر  .35
n

n

y a x
∞

+ϒ

=
= ∑

0
)جواب معادله دیفرانسیل   )x x y xy y′′ ′− − + =2 کدام  ϒگاه مقدار باشد، آن 0

  است؟

1 (, −0 1  2 (,1 2  3 (,0 2  4 (,0 1  
  ) صحیح است.4حل: گزینه (

x =   باشد. یک نقطه منفرد منظم می 0

  ( ) , ( )x x
g x h x

x x
= − =

− −1 1
  

xهر دو در  g(x)و  h(x)توابع  =   باشند. تحلیلی می 0

  ( ( ) ) ( ) ,r r g h r r r+ − − = ⇒ − = ⇒ =2 20 1 0 0 0 0 1  
یا مساوي با آن باشد. در این حال  xتر از  ترین عدد صحیح کوچک ي بزرگ دهنده ، نشان [x]در صورتی که  .36

]تبدیل لاپلاس تابع  ]I x x=   کدام است؟ −

1 (
( )

s

x
e s

s e

+ −

+2
1

1
  2 (

( )

s

s
e

s e

+

−2
1

1
  3 (

( )

s

s
e s

s e

− −

−2
1

1
  4 (

( )

s

s
e

s e−
−

−2
1

2
  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

>xفرض کنید  <0 )و  1 )f x x=  باشد. در این صورت: 1تابعی متناوب با دوره تناوب  

 
( )( )( ( ))

( ) ( )

s
st

s s s
s s e

f x te dt
e s s e s e

−
−

− − −
+ + −

= = − =
− − −∫

1
2 20

1 1 1 1 1
1 1 1

 L 

  
( ) ( )

s s s

s s
e se e s

s e s e

− −

−
− − − −

= =
− −2 2

1 1 1
1 1
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)جواب عمومی معادله دیفرانسیل  .37 ) ( )x y y′+ + − =2 3 2 2   کدام است؟ 0

1 (x x y y c+ + − =2 23 2  2 (x x y y c+ + − =2 23 2  

3 (x x y y c+ − + =2 22 3 2  4 (x x y y c− + − =2 22 3 3  
  ) صحیح است. 2حل گزینه (

  باشد. نوع جدا از هم میمعادله از 

  ( ) ( )x dx y dy+ + − =2 3 2 2 0  

  ( ) ( )x dx y dy c x x y y c+ + − = ⇒ + + − =∫ ∫ 2 22 3 2 2 3 2  

)فرض کنید  .38 )y t= φ  جواب مسئله مقدار اولیه( )y′ =0 ;و  0 ( )y ty y′′ + = =0 0 تبدیل  Yباشد. اگر  1
  کند؟ اي صدق می در چه معادله Yباشد.  yلاپلاس 

1 (Y s Y′+ =2 1  2 (Y s Y′− =−2 1  3 (Y s Y s′+ =2  4 (Y s Y s′− =−2  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  L ( ) ( ) ( )ty s Y sy y Y Y s Y s′ ′ ′= ⇒ − − − = ⇒ − = −2 20 0 0 0 y′′ + L   

)دو جواب مستقل معادله دیفرانسیل  .39 )x > xyو  0 y xy′′ ′+ + =2   کدام است؟ 0

1 (( ) n
n

n

y x x b x
∞

=
= ∑

1
21

0
)و   ) n

n
n

y x a x
∞

=
= ∑2

0
  

2 (( ) n
n

n

y x x b x
∞−

=
= ∑

1
21

0
)و   ) n

n
n

y x a x
∞

=
= ∑2

0
  

3 (( ) n
n

n
y x x b x

∞−

=
= ∑

1
21

0
)و   ) n

n
n

y x x a x
∞

=
= ∑

1
22

0
  

4 (( ) n
n

n

y x x b x
∞

=
= ∑

2
21

0
)و   ) n

n
n

y x x a x
∞

=
= ∑

1
22

0
  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

x = yباشد. زیرا ضریب  یک نقطه منفرد و منظم می 0 xدر  ′′ = )برابر صفر است و توابع  0 )g x  و( )h x  هر دو در
x =   باشند. تحلیلی می 0

  ( ) x
h x =

2

2 , ( )g x =
1
2

  

  r =
1
2

  ,  ( ( ) ) ( )r r g h r r r+ − + = ⇒ − = ⇒ =2 2 10 1 0 0 0 02
  : معادله شاخص 

  شوند. ) بیان می1هاي مستقل به فرم گزینه ( باشد. لذا جواب ها عدد صحیح نمی چون تفاضل ریشه
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)جواب مسئله مقدار اولیه  .40 )y′ = =0 )و  4 )y =0 yو  2 y′′ − =23   برابر است با: x=−1در نقطه  0

1 (1
2

  2 (3
2

  3 (3
4

  4 (5
4

  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  باشد. معادله از نوع فاقد متغیر می

  , dP dP
y P y P P y pdp y dy

dy dy
′ ′′= = ⇒ = ⇒ =2 23 3  

  ( ) ( ( )) ( )P y c y y c y y c c c′ ′= + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ =2 3 2 3 2 3
1

1 2 0 2 0 16 16 02
  

  /dy
y y dx y dy x k

y

−′ = ⇒ = ⇒ = +∫3 3 2
3

12
22

  

  / /( ( ))y x k y k k− −− = + ⇒ − = + ⇒ = −1 2 1 22 2 0 0 1
2 2  

  / / /xy x y y y=−− − −− = − →− = − ⇒ = ⇒ =11 2 1 2 1 22 2 11 2 2 22 2  

)، جواب مسئله مقدار اولیه  γبه ازاي چه مقدار از پارامتر  .41 )y ′ = γ1  ،( )y =1 xو  1 y y′′− =2 2 وقتی  0

x   کراندار است؟ 0→+

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  باشد. معادله از نوع کشُی می

  ,t t t y c x c x−− − = ⇒ = − ⇒ = +2 2 1
1 22 0 2 1  

  , ( ) , ( ) ,
y c x c x

y y c c
y c x c x

−

−

 ′ = − + γ − γ ′= = γ ⇒ = =
= +

2
1 2

1 32 1
1 2

2 1 21 1 1 3 3
  

  y x x−+ γ − γ
= +2 11 2

3 3
  

xکه وقتی  براي آن −کراندار باشد باید  yکند  میل می 0→+ γ = ⇒ γ =2 0 2  

cosکدام مورد یک جواب خصوصی براي معادله  .42 siny y x h x′′ + = +4 3 2   باشد؟ می 2

1 (sin sinx x h x+
3 224 5

  2 (sin cosx x h x−
3 224 5

  

3 (cos sinx x h x− +
3 224 5

  4 (cos cosx x h x− +
3 224 5

  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  cos ,x xy y x e e t t i−′′ + + + − + = ⇒ = ±24 3 2 4 0 2  
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  ( cos sin ) , cos sin sin cosp py x A x B x y Ax x Bx x Ax x B x′′= + = − − − +1 12 2 4 2 4 2 4 2 4 2  

Aبا جایگذاري در معادله داریم:  Bو  0= =
3
4

  

  ,x
p py ce y ce= ′′ =2 2  

  x x xce ce e c+ ≡ ⇒ =
14 5

  

  ,x x
p py De y De− −′′= =2 2  

  x x xDe De e D− − −+ ≡ − ⇒ = −
14 5

  

  sin ( ) sin sinx x
p p py y y x x e e x x h x−= + = + − = +1 2

3 1 3 2
4 5 4 5

  

  

xy/هاي  ي دیفرانسیل براي مسیرهاي متعامد بر دسته خم معادله .43 ce−=
2   عبارت است از: 2

1 (yy x′ = −  2 (yy x′ =  3 (yy
x

′ = −
1  4 (yy

x
′ =

1  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  دیفرانسیل مسیر اصلی)(معادله 
/

/

x

x

y ce y
y x

y cxe

−

−

 = ⇒ = − ′ ′ = −

2

2

2

2
1  

yکافی است به جاي  قرار دهیم  ′
y

−
′

1  

  ( )y y yy
x x

′ ′− = − ⇒ =
1 1  

tanهاي  ي دیفرانسیل خم معادله .44 ( )y h x c x= + − +2 2 4   کدام است؟ 1

1 (( )y y x′ = + − 22 1  2 (tan ( )y h y x−′ = + −1 22 1  

3 (( )y y x′ = + − 24 1  4 (tan ( )y h y x−′ = + −1 24 1  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  در دستگاه زیر داریم: cبا حذف 

  
tan ( ) ( ) tan ( )

sec ( ) sec ( )

y h x c x y x h x c

y h x c y h x c

= + − + + − = + ⇒ 
′ = + − ′ = + − 

2 2
2 2

2 2 4 1 4 1 4 2
4 2 4 4 2 4

  

  ( sec ( )) ( ) ( )h x c y x y y x′− + = + − ⇒ = − + −2 2 24 1 2 4 1 4 1  
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)رونسکین توابع  .45 )( ) i x
iy x e += ≥iو  1 ≤0   عبارت است از: 4

1 (xe15144  2 (xe151440  3 (xe15288  4 (xe15720  
  ) صحیح است.  3حل: گزینه (

  

x x x x x

x x x x x

x xx x x x x

x x x x x

x x x x x

e e e e e

e e e e e

e ee e e e e

e e e e e

e e e e e

= =

2 3 4 5

2 3 4 5
15 152 3 4 5

2 3 4 5

2 3 4 5

1 1 1 1 1
2 3 4 5 1 2 3 4 5

2881 4 9 16 254 9 16 25
1 8 27 64 1258 27 64 125
1 16 81 256 62516 81 256 625

  

)هاي معادله شاخصی براي معادله دیفرانسیل  ریشه .46 ) ( )x x y x y y′′ ′+ + + + =2 1 1 4 2   عبارتند از: 0

1 (r =2
1
2

rو   =1 0  2 (r =2
3
2

rو   = 0  3 (r =2
2
3

rو   =1
1
2

  4 (r = −2 rو  1 =1 1  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

xهر دو در  h(x)و  g(x)توابع  = xباشند. لذا  تحلیلی می 0 =  یک نقطه منفرد منظم است. 0

  ( ) , ( )
( )

x x
g x h x

x x
+

= =
+ +

1 4
2 1 1

  

  ( ( ) ) ( ) ( ) ,r r g h r r r r+ − + = ⇒ + − = ⇒ = =2 2
1 2

1 10 1 0 0 0 02 2
  : معادله شاخصی 

)اگر  .47 ) s
F x Ln

s
−

=
  عبارت است از: F(s)گاه تبدیل معکوس  ، آن3

1 (( )
te

f t
t

+
=

31  2 (( )
te

f t
t

−
=

31  3 (( )
te

f t
t

+
=

3
2

1  4 (( )
te

f t
t

−
=

3
2

1  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  ( ) tF s e− ′ = −1 3 1 L ( ) ( ) ( )F s Ln s Lns F s
s s

′= − − ⇒ = − ⇒
−
1 13 3

  

  ( )
t te e

f t
t t
− −

= − =
3 31 1  

)ابع ت  تبدیل لاپلاس .48 ) ( ) tf t t t e= −2   کدام است؟ 2

1 (
( )s− 2

4
2

  2 (
( )

s

s− 32
  3 (

( )
s

s

+

− 3
4

2
  4 (

( )
s

s

−

− 3
4

2
  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  ( ) ( )ata f t F s a= − L  
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  ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

t s s
e t t

s s s s

− − −
− = − = =

− − − −
2 2

3 2 3 3
2 1 2 2 4
2 2 2 2

 L  

)تبدیل لاپلاس جواب مسئله با مقدار اولیه  .49 )y′ =0 0  ،( )y =0 yو  0 y y t′′ ′− +   عبارت است از: =

1 (( )
( )

y s
s s s

=
− +2 2
1

1
  2 (( )

( )
y s

s s s

−
=

− +2 2
1

1
  

3 (( )
( )

s
y s

s s s

−
=

− +2 2
1

1
  4 (( )

( )
s

y s
s s s

+
=

− +2 2
1

1
  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  ( ) ( ) ( ) ( )t S Y sy y sY y Y
s

′⇒ − − − − + =2
2
10 0 0 L y = L y′ + L y′′ − L  

  ( )
( )

Y s s Y
s s s s

− + = ⇒ =
− +

2
2 2 2
1 11

1
  

)اگر معادله دیفرانسیل  .50 ) ( )x y x yy y dx xe xy dy+ + + =
2 2 2 222 2 2 3 aفاکتور انتگرالی به صورت  0 ax y  داشته

  کدام است؟ aباشد، 

1 (1  2 (−
1
2

  3 (1
2

  4 (−1  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  ( , )

( , )

x y x yx y

x y x y x y
x

P e y e yP x y ye y

Q x y xe xy Q e x e y

 = + += + ⇒ 
 = + = + + 

2 2 2 22 2

2 2 2 2 2 2

22 0
2

2 4 42 2

2 3 2 4 3
  

  است.  xyسازي (فاکتور انتگرال) برحسب تابعی از  با توجه به فرض، معادله داراي عامل انتگرال

( ( , ))x yµ = µ  

  
| |( ) ( )

f dzy x Ln z a az
P P y

f xy f z e e z xy x y
yQ xP xy zxy

a

−
= = = = = ⇒ µ = = = = =

−

⇒ =

1

2
1 1

1
  

tan)جواب عمومی معادله  .51 ) cosy x y x′′ ′+ =   کدام است؟ 2

1 (cos siny x c x c= − + +2
1 2  2 (cos siny x c x c= − + +1 2

1 24
  

3 (sin cosy x c x c= + +2
1 2  4 (sin cosy x c x c= + +1 2

1 24
  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  tan tan tany
y y x y y x x

y

′′
′′ ′ ′′ ′+ = ⇒ = − ⇒ = −

′
0  
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  tan cos cosLny xdx Ln x Lnc y c x′ ′⇒ = − = + ⇒ =∫ 1 1  

    جواب معادله همگن

cos sinyh c x dx c x c⇒ = = +∫1 1 2  

  sin , cosy x y w yy y y x′ ′= = ⇒ = − =−1 2 1 2 2 11  

  sinpy u y u y u x u= + = +1 1 2 2 1 2  

  cos cos sin
cos

x
u dx x dx x

x
= − = =

−∫ ∫
2

1  

  
sin .cos cos sin cos

cos
cos cos( ) cos

p
x x

u dx x y x x
x

x x
x

= = ⇒ = +
−

− +
= + = −

∫
2 2 2 2

2
1 1
2 2

1 2 1 1 2 3 1 22 2 2 4 4

  

  
sin sin

cos sin

py yh y c x c x

x c x c

⇒ = + = + + −

′= − + +

1 2

1 2

3 1 24 4
1 24

  

cفرض:  c′+ =2 2
3
4

  

xyمعادله دیفرانسیل  .52 xy y′ + + =   گیریم. کدام عبارت درست است؟ را در نظر می 0

  ندارد. y) معادله جواب غیرصفر براي 2  ، تبدیل لاپلاس دارند.yهاي  ) همه جواب1
  تبدیل ندارند. yهاي  کدام از جواب ) هیچ4  ، تبدیل لاپلاس ندارد.y) جواب غیرصفر 3

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  ( ) | | ( )y x
xy x y Ln y dx

y x x

′ +′ + + = ⇒ = ⇒ = − −∫
1 11 0 1  

  | |Ln y x Lnx c⇒ =− − + 1  

  | |x Ln x cy e− − +⇒ =  

  | |x Ln x c x cy e e e e e− − −⇒ = × × =  

ceفرض:  K= >0  
xe

y K
x

−
⇒ =  

,تابع 
xe

y K K
x

−
= تبدیل لاپلاس ندارد. (انتگرال ناسره  0<

( )s xKe
dx

x

− +∞
∫

1
  واگرا است.) 0
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)جواب معادله انتگرالی  .53 )y =0 )و  0 ) ( )cos( ) cosy t y x t x dx t
∞

′ + −   کدام است؟ 0∫=

1 (( ) cosy t t= 2 2  2 (( ) siny t t= 2 2  

3 (( ) cosy t t=
1 2
2

  4 (( ) siny t t=
1 2
2

  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  گیریم: از طرفین معادله تبدیل لاپلاس می

  L[cos ] , ( )t y =0 0 L ( ) cos( )
t
y x t x dx − =  ∫0 L | |y′ +   

  [ ( )] ( ) ( )S S S
y t SY S Y S

S S S
= ⇒ + =

+ + +2 2 21 1 1
L[ os ] .c t L ( ) ( )SY S y⇒ − +0  

  ( )( ) ( )( )S S S S S
Y S S Y S

S S S S

+
⇒ + = ⇒ =

+ + + +

3
2 2 2 2

2
1 1 1 1

  

  L [ ]
( )S

−

+
1

2 2
2

2
 L [ ( )]Y S− =1 L [ ]

( )S
− =

+
1

2 2
1 1

22
 ( )Y S

S
⇒ = ⇒

+2
1

2
  

  ( ) siny t t⇒ =
1 2
2

  

  

)اگر  .54 )xϕ  تبدیل لاپلاسx  باشد و( ) ( ) ( )x t tx t x t′′ ′+ − = 0  ،( )x =0 0  ،( )x′ =0 )و  1 )x′ϕ کدام است؟  

1 (( ) ( ) ( )x s x
s s

′ϕ = + − ϕ
1 2  2 (( ) ( ) ( )x s x

s s
′ϕ = − + − ϕ

1 2  

3 (( ) ( ) ( )x s x′ϕ = + ϕ
2
2

  4 (( ) ( ) ( )x s x
s

′ϕ = + ϕ
1  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )x s x sx s x x x′= ⇒ ϕ − − − ϕ − − ϕ =20 0 1 0 0 L tx′ − L x′′+ L   

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s x x s x x x s x
s

′ ′ϕ − − ϕ − ϕ − ϕ = ⇒ ϕ = − + − ϕ2 1 21 0 2
  

)اگر  .55 )x =
70 3

dtو   x
dx x

=
−

2
3 4

  ،x کند؟ در کدام رابطه صدق می  

1 (( )x Ln x t+ − = +
2 8 4 14
3 9 3 9

  2 (( )x Ln x t+ + = +
4 2 2 4
3 3 3 9

  

3 (( ( ))x Ln x t+ − = +
2 5 2 1
3 3 3 9

  4 (( )x Ln x t+ − = +
7 7 4 1
8 8 3 7
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  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  ( )
xx x

dt dx dx dx dx
x x x x

− +
= = = = +

− − − −

4 3 4
2 2 2 23 3 314 4 43 4 3 3 3

3 3 3

  

  ( ) ( )t x Ln x c Ln c c= + − + ⇒ = × − − + ⇒ = −
2 8 4 2 7 8 7 4 1403 9 3 3 3 9 3 3 9

  

  ( )t Ln x= + − −
2 8 4 14
3 9 3 9

  

  

)جواب معادله  .56 ) ( )xy x y x y′′ ′− + + + =2 1 1   کدام است؟ 0

1 (xe  2 (sin x  3 (xxe  4 (sinx x  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

xyباشد و چون مجموع ضرایب برابر صفر است. لذا یک جواب  معادله خطی همگن با ضرایب متغیر می e= باشد. می  
)جواب معادله  .57 )y y y y′′′ ′′− − − =2 5 2   برابر است با: 0

1 (
x

x xy c e c e c e
− −= + + 221 2 3  2 (

x
x xy c e c e c e−= + +2 31 2 3  

3 (x x xy c e c e c e−= + +2 3
1 2 3  4 (

x
x xy c e c e c e−= + + 21 2 3  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

xe تواند صحیح باشد. ) می1کند. لذا فقط گزینه ( در معادله صدق نمی  

,کدام مورد حل معادله دیفرانسیل  .58
( )

xy y x
x x

′ + = >
+

12 03 2
  باشد؟ می 

1 (
x

x c

e

+
2

2
  2 (( )Ln x c

x

+ +

+2
3 2

1
  

3 (
( )Ln x c

x

+ +

2

1 3 23  4 (Lnx c
x

+
+

2
3 2

  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  معادله خطی مرتبه اول

  dx Lnx
x

=∫
2 2  

( )
y y

x x x
′ + =

+2
2 1

3 2
  

  [ ] ( )
( )

Lnx Lnxy e e dx c dx c
xx x x

−= + = +
++∫ ∫

2 2
2 2

1 1 1
3 23 2
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  ( ( ) )Ln x c
x

= + +2
1 1 3 23

  

  

)یک از تبدیلات، معادله  کدام .59 ) ( )y p x y q x y′ + =   را تبدیل به یک معادله خطی خواهد کرد؟ 3

1 (x y= 2  2 (x y−= 2  3 (x y−= 2  4 (x y= 3  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

zباشد. لذا با تبدیل  معادله برنولی می y y− −= =1 3   شود. به معادله خطی تبدیل می 2

)ةاي سري معادله دیفرانسیل  کران پایین براي شعاع همگرایی جواب .60 )x y xy x y′′ ′+ + + =2 21 2 4 حول  0

xنقطه  = −
1
2

  کدام است؟ 

1 (5
2

  2 (2  3 (5
2  4 (3  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  x x
y y y

x x
′′ ′+ + =

+ +

2
2 2

2 4 0
1 1

  

+xها  کافی است فاصله بین ریشه =21 xیعنی  0 i= xرا از  ± = −
1
2

  حساب کنیم. 

  | |i− + = + =
1 1 5212 4  

xyیک جواب خصوصی معادله  .61 y y e′′ ′− +   کدام است؟ 2=

1 (xxe
1
2

  2 (xx e21
2

  3 (xx e23
4

  4 (xe
3
2

  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  دو بار ریشه معادله مفسر است. لذا: 1چون 

  , ( ) , ( )x x x
p p py Ax e y Ae x x y Ae x x′ ′′= = + = + +2 2 22 4 2  

  ( ) ,x x x
pAe x x x x x e A y x e+ + − − + = ⇒ = =2 2 2 21 14 2 4 2 2 2

  

)جواب مسئله مقدار اولیه  yفرض کنید  .62 )y′ =0 1  ،( )y =0 0  ،( )t y ty y′′− − + =2 21 2 2 تبدیل  Yو  0
  کند؟ اي صدق می در چه معادله Yباشد.  yلاپلاس 

1 (( ) ( )s Y sY s Y′′ ′− − + + = −2 21 2 2 1  2 (s Y sY s Y′′ ′− + =−2 22 2 1  
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3 (( )s Y sY s Y′′ ′− + + = −2 21 2 2 1  4 (( )s Y sY s Y′′ ′+ − + = −2 22 2 1  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  y = 0 L ( )ty ′ + 2 L (( ) )t y′′− −21 2 L  

  ( ) ( )s Y s Y sY Y′′ ′− − − + + =2 21 1 2 2 0  

  ( ) ( )s Y Y sY s Y Y sY Y′ ′′ ′− − + + + + + =2 21 2 4 2 2 0  

  ( )s Y sY s Y′′ ′+ − + = −2 22 2 1  

zبا تغییر متغیر  .63 Lnx= معادله دیفرانسیل ،,x y xy y x′′ + + = >2 2 0 اي تبدیل  به کدام معادله 0
  شود؟ می

1 (d y
y

dz
+ =

2
2 0  2 (d y dy

y
dzdz

+ + =
2

2 0  

3 (d y dy
y

dzdz
− + =

2
22 0  4 (d y dy

y
dzdz

+ + =
2

24 2 0  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

zمعادله کشی و با تغییر متغیر  Lnx= شود. تبدیل به معادله زیر می  

  ( )d y dy d y
y y

dzdz dz
+ − + = ⇒ + =

2 2
2 21 1 0 0  

x,دو جواب مستقل معادله  .64 y xy x y x′′ ′+ + = >2 23 2 0   باشند؟ به کدام صورت می 0

1 (( ) n
n

n

y x x b x
∞−

=
= ∑

1
32

0
)و   ) n

n
n

y x x a x
∞

=
= ∑

1
31

0
  

2 (( ) n
n

n

y x x b x
∞−

=
= ∑

1
32

0
)و   ) n

n
n

y x x a x
∞

=
= ∑1

0
  

3 (( ) n
n

n

y x x b x
∞−

=
= ∑

1
32

0
)و   ) n

n
n

y x x a x
∞

=
= ∑

1
31

0
  

4 (( ) n
n

n
y x x b x

∞

=
= ∑

1
22

0
)و   ) n

n
n

y x x a x
∞

=
= ∑1

0
  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

x =   باشد. یک نقطه منفرد منظم می 0

  ( ) , ( ) , ( ( ) ) ( ) ,x
g x h x r g r h r r r= = + − + = ⇒ − = ⇒ =

2 2 22 1 10 1 0 0 0 03 3 3 3  
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  ( ) , ( )n n
n n

n n
y x x a x y x x b x

∞ ∞

= =
= =∑ ∑

1
031 2

0 0
  

xyهاي  مسیر قائم (متعامد) خانواده هذلولی .65 C=  که در آنC ها  یک از خانواده منحنی ثابت است. کدام
  است؟

1 (x y C+ =2 2  2 (x y C− =2 2  3 (x y C+ =2 22  4 (x y C− =2 22  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  آید: در دستگاه زیر، معادله دیفرانسیل مسیر اصلی به دست می Cبا حذف 

  xy C
y xy

y xy

= ′⇒ + = ′+ =
00  

yبراي به دست آوردن معادله دیفرانسیل مسیر قائم به جاي  دهیم  قرار می ′
y

−
′

1  

  x
y ydy xdx x y C

y
− = ⇒ − = ⇒ − =

′
2 20 0  

)جواب مسئله مقدار اولیه  .66 )y ′′ =0 2  ،( )y′ =0 1  ،( )y =0 yو  0 y′′′ ′+ =   کدام است؟ 0

1 (cos siny x x= − +2 2  2 (cos siny x x= + +1 2  
3 (cos siny x x= + −2 2  4 (cos siny x x= + +1  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

yبا فرض  p′   داریم: =

  cos sinp p t t i p c x c x′′ + = ⇒ + = ⇒ = ± ⇒ = +2
1 20 1 0  

  ( ) ( ) , cos siny p c y x c x′ ′= = ⇒ = = +1 20 0 1 1  

  sin cos , ( )y x c x y c′′ ′′=− + = ⇒ =2 20 2 2  

  cos sin sin cos , ( )y x x y x x x c y c′ = + ⇒ = − + = ⇒ =2 22 2 0 0 2  
)توجه  )y =0   کند. ) صدق می1فقط در گزینه ( 0

)جواب معادله انتگرالی  .67 ) ( )cos( ) cos , ( )
t

y t y x t x dx t y′ + − = =∫03 0   کدام است؟ 0

1 (( ) siny t t=
1 22

  2 (( ) cosy t t=
1 22

  3 (( ) siny t t= 2 2  4 (( ) cosy t t= 2 2  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  با استفاده از قضیه کانولوشن داریم:

  cos t L L ( )cos( )
t
y x t x dx− =∫0  y′ + 3 L  
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  ( )s s s s

sY Y Y s
s s s s

+ = ⇒ + =
+ + + +2 2 2 2

33
1 1 1 1

  

  L sin t
s

− =
+

1
2

2 1 224
 ( )Y s Y y

s
+ = ⇒ = ⇒ =

+
2

2
1 14 1 24  

  

مقدار انتگرال  .68
x xe e

dx
x

− −∞ −
∫

4
      کدام است؟ 0

1 (Ln2  2 (Ln5  3 (Ln2 2  4 (Ln2 5  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

lim
x x

x

e e
x+

− −

→

−
=

4

0
  و با استفاده از تبدیل لاپلاس داریم: 3

  ( ) ( )
x xe e

ds
sx s s

− − ∞−
= −

= + +∫
4

0
1 1

0 1 4
 L 

x xe e
dx

x

− −∞ −
=∫

4
0  

  ( )s
Ln Ln Ln

s

∞+
= = −

+
1 12 204 4  

)فاکتور انتگرال معادله  .69 ) ( )xy y dx y x dy+ = + +2 2   کدام است؟ 1

1 (xe−  2 (ye−  3 (x−  4 (y−  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  ,P Q
x y

y x
∂ ∂

= + = −
∂ ∂

2 1  

  ( )
( )

dx xP Q y x
F e e

Q y x y x
− −∂ ∂ + + ∫− = = − ⇒ = =

∂ ∂ − + +
1 2 1 12 1

  

)اگر  .70 )y x y′ = + − )و  1 )y =0 )، مقدار  1 )y   کدام است؟ 1

1 (e−  2 (e  3 (e−1  4 (e+1  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  , du
u x y y u u u dx

u
′ ′ ′= + − ⇒ = − = + ⇒ =

+
1 1 1 1

  

  ( ) , ( )x xLn u x c x y ce y c y x e+ = + ⇒ + = = ⇒ = ⇒ + =11 0 1 1  

  x y e= ⇒ = −1 1  

)کدام تابع جواب خصوصی معادله  .71 ) xD D y e− + =2 2 1   است؟ 2

1 (xy xe= 2  2 (xy xe=  3 (xy x e= 22  4 (xy x e= 2  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (
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  است. لذا: دو بار ریشه معادله مفسر 1

  , ( ) , ( )x x
p p py Ax e y Ae x x y Ae x x′ ′′= = + = + +2 2 2 22 4 2  

  ( )x x x
pAe x x x x x e A y x e+ + − − + = ⇒ = ⇒ =2 2 2 24 2 2 4 2 1  

cosدر معادله دیفرانسیل  .72 sin cosy y x x x′ + )هاي خصوصی به صورت  یکی از جواب = )y f x=  است. اگر

( )f =0 )باشد،  1 )f
π
2

  کدام است؟ 

1 (
e
1  2 (e  3 (

e
2  4 (e2  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  معادله خطی مرتبه اول

  sin sincos sin , ( sin cos )x xxdx x y e x xe dx c−= = +∫ ∫  

  sin sin sin( (sin ) ) sinx x xy e e x c x ce− −= − + = − +1 1  

  ( ) , ( )y c y
e

π
= ⇒ = =

20 1 2 2
  

yهاي  معادله دیفرانسیل مسیرهاي قائم دسته منحنی .73 x bx= + +2   کدام است؟ 1

1 (( )x y y x′+ − + =2 1 0  2 (( )x y y x′+ + =2 0  

3 (( )x y xy′− + =2 1 0  4 (( )x y y x′− + =2 1  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  آورد. در دستگاه زیر، معادله دیفرانسیل مسیر اصلی را به دست می bبا حذف 

  ( )y x bx
y x x y x xy x

y x b

 = + + ′ ′⇒ = + − + = − +
′ = +

2 2 21 2 1
2

  

( )y y x x′ + − + =2 1   : معادله دیفرانسیل مسیر قائم 0
yجواب کلی معادله دیفرانسیل  .74 y y′′′ ′′ ′+ + =2 2   کدام است؟ 0

1 (sin( )xy Ae x a c−= + +  2 (sin( )xy Ae x a−= +  

3 (cos( )xy Ae x a cx−= + +  4 (cos( )xy Ae a x c= + +  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

yبا فرض  p′ pداریم:  = p p′′ ′+ + =2 2 0  

  ( cos sin )xt t t i P e c x c x−+ + = ⇒ = − ± ⇒ = +2
1 22 2 0 1  
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  sin( )xy Pdx Ae x a c−= = + +∫  
  
  

dتبدیل لاپلاس  .75 y
x

dx
=

2
  کدام گزینه است؟ 2

1 (( ) ( )s Y sy y′− − −2 0 0  2 (( )dY
s Y y

ds
− − +2 0  

3 (( )dY
s sY y

ds
− − +2 2 0  4 (( ( ) ( ))s Y sy y ds′− + +∫ 2 0 0  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

)با توجه به فرمول ( )) ( )tf t F s′= − L :داریم  

  ( ) ( ( ) ( )) ( )dY
xy s Y sy y sY s y

ds
′′ ′ ′= − − − = − − +2 20 0 2 0 L  

sintتبدیل لاپلاس تابع  .76 h t کدام گزینه است؟  

1 (
( )

s

s +2 2
2

1
  2 (

( )
s

s −2 2
2

1
  3 (

( )
s

s

−

+2 2
2

1
  4 (

( )
s

s

−

−2 2
2

1
  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  sin ) ( )
( )

s
h t

s s
′ ′= − =

− −2 2 2
1 2

1 1
 ( sin ) (t h t = −L L  

nبراي حل کدام معادله زیر به روش سري توانی، جواب  .77 c
n

n

y a x
∞

+

=
= ∑

0
  ؟شود نمیاستفاده  

  ) معادله لژاندار2  ) معادله بسل1
  ) معادله بسل بهبود یافته4  ) معادله فربنیوس3

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

xدر معادله لژاندر  = nیک نقطه معمولی است و جواب به فرم  0
n

n

y a x
∞

=
= ∑

0
  شود. در نظر گرفته می 

yمعادله دیفرانسیل هرمیت به صورت  .78 xy ny′′ ′− + =2 2 اي هرمیت  است. جواب این معادله چندجمله 0
  هاي هرمیت کدام است؟ اي باشد که متعامد هستند. تابع وزنی چندجمله می

1 (1  2 (x  3 (x− 2  4 (xe− 2
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  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  داریم:

  ( ) ( )x
m ne H x H x dx m n

∞ −
−∞

= ≠∫
2 0  

  ( ) !x n
ne H x dx n

∞ −
−∞

= π∫
2 2 2  

  

yاگر  .79 x y′ = + − )و  1 )y =0 )، مقدار 1 )y   کدام است؟ 1

1 (e−  2 (e  3 (e−1  4 (e+1  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  du
u x y y u u u dx

u
′ ′ ′= + − ⇒ = − ⇒ − = ⇒ =

+
1 1 1 1

  

  ( ) , ( ) ,x xLn u x c x y ce y c x y e+ = + ⇒ + = = ⇒ = + =11 0 1 1  

  ( ) , ( ) ,x xLn u x c x y ce y c x y e+ = + ⇒ + = = ⇒ = + =11 0 1 1  

  ( ) :y y c y c+ = ⇒ = −1 1 1  

)کدام گزینه جوابی از معادله دیفرانسیل  .80 , )x xw e y e= باشد؟  می( , )xw e y  رونسکنxe  وy .(است  

1 (xe− +1  2 (xe− −1  3 (xe +1  4 (xe −1  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  ( , ) ( )
x

x x x
x

e y
w e y e y y e y y

e y
′ ′= = − = ⇒ − =

′
1  

  ( )x x xy e e dx c ce−= + =− +∫ 1  

)جوابی خصوصی براي معادله دیفرانسیل  .81 ) ( ) xD D y x e− + =3 2 2 44   به صورت زیر است؟ 1

1 (( ) xA Bx cx e+ + 2 2  2 (( ) xAx Bx Cx e+ +2 3 2  

3 (( ) xAx Bx Cx e+ +2 3 4 4  4 (( ) xAx Bx Cx e+ +3 2 5 2  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  سه بار ریشه معادله مفسر است. 4

  ( )x
py x e Ax Bx C= + +3 2 2  
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  کدام است؟ تبدیل لاپلاس جواب مسأله زیر .82

  ( ) , ( ) , ( )
t xx x x t z e dz x x′′ ′ ′− + = − = =∫ 2 2

04 4 0 0 0 0  

1 (
( )s s−2 3

2
2

  2 (
( )s s−2 3

3
2

  

3 (
( ) ( )s s s− +3 2

2
2 2

  4 (
( ) ( )s s s− +3 2

3
2 3

  

  ) صحیح است.1حل: گزینه (

  با استفاده از قضیه کانولوشن داریم:

  ( ( ) )
t xt z e dz−∫ 2 2

0 x =L Lx′ +4 L Lx′′ −4  

  
( ) ( )

s X sX X X
ss s s s s

− + = ⇒ = =
− − −

2
3 3 3 2 3
2 1 2 1 24 4 2 2 2

  

)اگر  .83 )x t  و( )y t  با شرایط اولیه( )x =0 )و  1 )y =0 )جواب دستگاه زیر باشند، در این صورت مقادیر  2 )x t 

)و  )y t  درt = π چقدر است؟  

  
dx

x y
dt
dy

x y
dt

 = −

 = +


  

1 (( )x e−ππ = )و  + )y eππ =2  2 (( )x e−ππ = )و  − )y e−ππ = −2  

3 (( )x eππ = )و  − )y eππ = −2  4 (( )x eππ = )و  2− )y eππ  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  با استفاده از تبدیل لاپلاس داریم:

  ( )
( )

sX X Y X s Y

sY X Y X Y s

− = − − + = 
⇒ − = + − + − = 

1 1 1
2 1 2  

  L s

s
− −

+
1

2
2
1

 
( )
( )

ts s
X x e

s s
s

− − −
= = ⇒ =

− − +
− −

2

1 1
2 1 1 2

1 1 1 1
1 1

  

  (cos sin ) ( )tx e t t x eπ= − ⇒ π = −2  

  L s

s
− +

+
1

2
2 1

1
 

( )
( ) ( )

t

s

s
Y y e

s s

−
− − +

= = ⇒ =
− + − +2 2

1 1
1 2 2 1 1
1 1 1 1
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)فاکتور انتگرال معادله  .84 )y y dx xdy+ − =2   کدام است؟ 0

1 (
x2
1  2 (

y2
1  3 (y

x

2
  4 (

y
1  

  ) صحیح است.2حل: گزینه (

تابع 
y2
  یک فاکتور انتگرال براي معادله داده شده است. زیرا: 1

  (( ) ) ( ) x
y y dx xdy dx dy

yy y
+ − = ⇒ + − =2

2 2
1 10 1 0  

  و معادله به دست آمده یک معادله کامل است. زیرا:

  ( ) ( )x
x y yy y

∂ ∂
− = − = +

∂ ∂2 2
1 11  

sinجواب عمومی معادله  .85 xy x y xe co y−′+ =
2 22   کدام است؟ 2

1 (tan x xy ce x e= +
2 22  2 (tan x xy ce xe− −= +

2 2
  

3 (tan x xy ce x e− −= +
2 22  4 (tan x xy ce xe= +

2 2
  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  sin cos (tan ) tan
cos cos

x xy y y
x xe y x y xe

y y
− −′

′+ = ⇒ + =
2 2

2 2
2 2 2 2  

tanچون معادله حاصل خطی مرتبه اول برحسب  y آید: است، جواب آن به صورت زیر به دست می  

  ( ) , ( ) , ( ) ( )xf x x q x xe g x f x dx x−= = = =∫
2 22 2  

  ( ) ( )[ ( ) ] [ ]g x g x x x xy e q x e dx c e xdx c x e ce− − − −= + = + = +∫ ∫
2 2 222  

  شود؟ با کدام تبدیل معادله دیفرانسیل زیر به یک معادله خطی با ضرایب ثابت تبدیل می .86

  x y xy y′′ ′+ + =24 9 0  

1 (xx e=  2 (y zx=  3 (xy xe=  4 (x Lnz=  
  ) صحیح است.1حل: گزینه (

zxمعادله کشُی است و با تبدیل  e= شود. به معادله خطی تبدیل می  
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yاگر  .87 x=1  یک جواب معادله( )x y xy y′′ ′− − + =1   باشد. جواب عمومی آن معادله کدام است؟ 0

1 (xc
y c x e

x
= + 21  2 (xc

y c x e
x

= + 21 2
  3 (xy c x c xe= +1 2  4 (xy c x c e= +1 2  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

xyتوجه کنید که  e=2 :یک جواب معادله است. زیرا  

  xy y y e′ ′′= = =2 2 2  

  ( ) ( ) x x xx y xy y x e xe e′′ ′− − + = − − + =2 2 21 1 0  
yو جواب مستقل دیگر  x= باشد. می  

معکوس تبدیل لاپلاس  .88
s −
1

4 1
  کدام است؟ 

1 (
t

e
t

21
2  2 (

t

e
tπ

21
2  3 (

t

e
t

−

π
21

2  4 (
t

e
t

−21
2  

  ) صحیح است. 2حل:گزینه (

  

  L ( )
t

e
t

s

− π
=

−

1 21
1
4

  ( )
s t

− π
= ⇒1 1 L  

  ( )
t

e
t

s

− π
=

π−

1 21
1 2
4

 L ( )
s

− =
− π

1 1 1
4 1 2 L ⇒  

xهاي  هاي مسیر قائم بر خانواده منحنی منحنی .89 y c=2 اند؟ کدام  

1 (y x c+ =2 22  2 (y x c− =2 22  3 (y x c+ =2 22  4 (y x c− =2 22  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  آید: در دستگاه زیر معادله دیفرانسیل مسیر اصلی به دست می cبا حذف 

  
x y c xy y

y
xxxy x y

 = ′⇒ = − = −
′+ =

2
22

2 2
2 0  

yحالا به جاي  دهیم  قرار می ′
y

−
′

  ، در نتیجه: 1

  y x
yy x y c y x c

y x
′− = − ⇒ = ⇒ = + ⇒ − =

′

22 2 2
1

1 2 2 22
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xجواب عمومی معادله  .90 y xy y′′ ′+ − =2 4   کدام است؟ 0

1 (y c x c x−= +1 2
1 2  2 (y c x c x−= +2 2

1 2  

3 (y c x c x−= +2
1 2  4 (y c x c x= +2

1 2  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  ( )t t t+ − − = ⇒ = ±2 1 1 4 0 2  

  y c x c x−= +2 2
1 2  

)تبدیل معکوس لاپلاس  .91 )
( )

sF s e
s s

−π=
+2

1
1

  کدام است؟ 

1 (cos t−1  2 (cos t+1  3 (( )( cos )u t tπ −1  4 (( )( cos )u t tπ +1  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  ( ) cos t
s s

− − = −
+

1
2

1 1 1
1

 L  L ( )
( )s s

− =
+

1
2
1

1
  

( )
s

ss s s
= − ⇒

+ +2 2
1 1

1 1
  

  L ( ) ( )( cos( ))
( )

u t t
t ts s

−
π= − + π

→ + π+
1

2
1 1

1
  ( ) ( )

( )
se u t
s s

− −π
π=

+
1

2
1

1
 L  

  ( )( cos )u t tπ= +1  
)فاکتور انتگرال معادله  .92 )y y x′ − + =2 1   کدام است؟ 0

1 (xe
2

  2 (xe− 2
  3 (xe2  4 (xe−2  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

    معادله خطی مرتبه اول

y xy x′ − =2  

  xdx xF e e− −∫= =
22  

)کدام عدد جواب معادله مشخصه معادله دیفرانسیل  .93 )x y x x y y′′ ′+ − + =22 1   است؟ 0

1 (−1  2 (−
1
2

  3 (1
2

  4 (2  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  ( ) x
x y x x y y y y y

x x

−′′ ′ ′′ ′+ − + = ⇒ + + =2
2

1 12 1 0 02 2
  

( ) x
g x

−
=

1
2

)و   )h x =
1
2

)معادله مشخصه   ( ) ) ( )r g r h+ − + =2 0 1 0   است. بنابراین: 0
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  ( )( ) ,r r r r r− + = ⇒ − − = ⇒ =2 3 1 1 10 1 0 12 2 2 2
  

  

)اگر  .94 )y f x=  جواب معادله دیفرانسیل( ) ( )xy y dx x x dy+ = − )با شرط اولیه  22+ )y =1 باشد، مقدار  1
( ) ( )y f=2   چقدر است؟ 2

1 (−2  2 (−
1
2

  3 (1
3

  4 (2  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  ( ) ( ) x dy
xy y dx x x dy dx

yx x

+
+ = − + ⇒ = −

+
2

2
2 12  

  ( ( )) c
Lny Ln c x x y

x x
⇒ − = + ⇒ =

+
2

2
  

  ( ) ( ) ( )y c y y= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+
2 11 1 2 2 24 2 3

  

95. x  وx2  دو جواب مستقل یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم هستند. ضریب مشتق مرتبه اول در این معادله
  کدام است؟

1 (x− 2  2 (
x

− 2
2  3 (x−2  4 (

x
−

2  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  باشد. معادله باید کشی

  x y axy by y x ax bx a b′′ ′+ + = ⇒ = ⇒ + = ⇒ + =2
10 0 0  

  y x x ax bx a b= ⇒ + + = ⇒ + + =2 2 2 2
2 2 2 0 2 2 0  

  a a a+ − = ⇒ =−2 2 0 2  

)در مورد معادله دیفرانسیل  .96 ) ( )x x y x y xy′′ ′+ − + − =2 3 4 3 9  x=−3توان نتیجه گرفت که نقطه  می 0

x... و نقطه  =   باشند. ... می 0

  ) منفرد منظم، منفرد نامنظم2  منفرد منظم، منفرد منظم) 1
  ) منفرد نامنظم، منفرد نامنظم4  ) منفرد نامنظم، منفرد منظم3

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

معادله را به صورت 
( )

y y y
x xx

′′ ′− − =
+2

4 9 03
نویسیم. چون تابع  می 

x
xدر  4 = xتحلیلی نیست. لذا  0 = یک نقطه  0

  منفرد نامنظم است.
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)از طرفی توابع  ) /x x+9   یک نقطه منفرد منظم است. x=−3تحلیلی است. لذا  x=−3در  3

)اگر  .97 )( ){ }
s se e

s

−
− + −3 21

2
1 2

 L ( )F t )گاه  باشد، آن = )F 1−چقدر است؟ ( 4
 L  عملگر معکوس لاپلاس

  است.)

1 (−13  2 (−8  3 (8  4 (13  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  L ( )
s s se e e

s

− − −
− − − +5 2 31

2
2 2 ( )F t =   

)حال با توجه به رابطه  ( ))f t c− L L ( ( ) ( )) cs
cu t f f e−= :داریم  

  ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )F t t u t t u t t u t t F= − − − − + − ⇒ = − − + =5 2 32 5 2 2 3 4 8 0 2 2 8  

)جواب معادله انتگرال  .98 ) ( ) sin cos
t
y x y t x dx t t t− =   کدام است؟ 02∫−

1 (siny t=  2 (cosy t=  3 (siny t t=  4 (cosy t t=  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

)گیریم. فرض کنید  از طرفین تبدیل لاپلاس می )y L Y =.  

  
L (sin cos )t t t− L ( ( ) ( ))

t
y x y t x− =∫0 2  

  L ( cos )t t L (sin )t − L ( )y y× = 2  

  sin
( ) ( )
s

Y Y y t
s s s s

−
= − = ⇒ = ⇒ =

+ + + +

22
2 2 2 2 2 2
1 1 2 12

1 1 1 1  

)توجه :  cos ) ( )s
t t

s
′= −

+2 1
 L   

)یک از تبدیلات زیر معادله  کدام .99 ) ( )y p x y q x y′ + =   را تبدیل به یک معادله خطی خواهد کرد؟ 4

1 (x y= 2  2 (x y−= 2  3 (x y−= 3  4 (x y= 3  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

zمعادله برنولی و با تغییر متغیر  y y− −= =1 4   شود. به معادله خطی مرتبه اول تبدیل می 3
cosyیک جواب خصوصی معادله  .100 y x′′ + =4 3   کدام است؟ 2

1 (cos x
3 24

  2 (sinx x
3 24

  3 (sin x
3 24

  4 (cosx
2
3
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  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

λچون معادله مشخصه  + =2 4 است. لذا جواب خصوصی به صورت  i+2هاي  داراي یک ریشه 0

( cos sin )py x A x B x= +2   باشد. بنابراین: می 2

  ( sin cos ) cos sinpy x A x B x A x B x′ = − + + +2 2 2 2 2  

  ( cos sin ) ( sin cos ) sin cospy x A x B x A x B x A x B x′′ = − − + − + − +4 2 2 2 2 2 2 2 2 2  

  cos sin cos cosp py y x A x B x x′′ + = ⇒ − + =4 3 2 4 2 4 2 3 2  

Bلذا اگر قرار دهیم  =
3
4

Aو   sinpyیک جواب خصوصی خواهیم داشت. پس  0= x x=
3 24

یک جواب خصوصی معادله  

  است.

)جواب مسئله مقدار اولیه  yفرض کنید  .101 )y′ =0 1  ،( )y =0 0  ،( )t y ty y′′ ′− − + =21 2 6 تبدیل  Yو  0
  کند؟ در کدام معادله صدق می yلاپلاس 

1 (( )s Y sY s Y′′ ′− + + = −2 21 2 6 1  2 (( ) ( )s Y sY s Y′′ ′− − + + = −2 21 2 6 1  

3 (s Y sY s Y′− + =−2 22 6 1  4 (( )s Y sY s Y′′ ′+ − + = −2 22 6 1   
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

)فرض کنید  )y L Y   . داریم:=

  ( ) ( )y sY y sY′ = − =0 L ( ) ( ) ( ) ,y s Y sy y s Y′′ ′= − − = −2 20 0 1 L  

  ( )t y sY Y s Y sY′′ ′ ′′ ′= + + +2 22 2 2 L  

  ( ))y sY Y′ ′ ′= − − L ( ) (ty ′ = − L    
  آوریم: حال با قرار دادن روابط فوق در معادله اصلی به دست می

  ( )s Y sY s Y′′ ′+ − + = −2 22 6 1  

xبا تغییر متغیر  .102
z =

2

)، معادله دیفرانسیل 2 ) ,xy x y x y x′′ ′+ − + = >2 31 0 اي تبدیل  به کدام معادله 0

  شود؟ می

1 (d y dy
y

dzdz
− + =

2
22 0  2 (d y dy

y
dzdz

+ + =
2

2 0  

3 (d y
y

dz
+ =

2
2 0  4 (d y dy

y
dzdz

+ + =
2

24 2 0  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (
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  x
z x z= ⇒ =

2
22  

  dy dy dx dy dy
z y

dz dx dz dx dx xz

−
′= = = =

1
21 1 1

2 2  

  ( ) ( )d y d dy dy d dy
z z z

dz dx dx dz dxdz

− − −
= = − +

1 3 12
2 2 2

2
1 1 1
2 2 2 2  

  dy d dy dx
z z

dx dx dx dz

− −
= − + ×

3 1
2 21 1

2 2 2  

  dy d y
z z y y

dx dx x x

− − ′ ′′= − + = − +
3 212

2 3 2
1 1 1 1

22 2  

  ( ) x
xy x y x y y y y

x x

−′′ ′ ′′ ′+ − + = ⇒ + + =
22 3

2 3
1 11 0 0  

  ( ) d y dy
y y y y y

x dzx x dz
′′ ′ ′− + + = ⇒ + + =

2
2 3 2

1 1 1 0 0  

yهاي  مسیر قائم (متعامد) خانواده سهمی .103 kx=   ها است؟ یک از خانواده منحنی یک ثابت است. کدام kکه در آن  2

1 (x y k− =2 22  2 (x y k+ =2 22  3 (x y k− =2 2  4 (x y k+ =2 2  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  
y yy kx y x

xy kx x

 = ′⇒ = =
′ =

2
2

22
2  

yحال به جاي  ′  ،
y

−
′

  دهیم. قرار می 1

  y x x
yy x y c y c

y x
′− = ⇒ = − ⇒ = − + ⇒ + =

′

2 22 21 2 2 2 2
  

گرم از این  300روز است.  64/3کند  عمر یک ماده رادیواکتیو که از قانون زوال مواد رادیواکتیو پیروي می نیم .104

  گاه کدام عبارت صحیح است؟ روز باشد. آن 82/1مانده پس از  جرم ماده باقی mماده داده شده است. اگر 

1 (225 m < .مقدار 2  گرم است (m  ًگرم است. 255دقیقا  
3 (225 m > .مقدار 4  گرم است (m  ًگرم است. 150دقیقا  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

)جواب عمومی به صورت  ) ktm m e−= 0  
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( / )

( / )

( / )

( / )

k

k

e Ln k

Lnm Ln km e

−

−

 = = − ⇒ 
  = −= 

3 64

1 82

1 1 3 642 2
300 1 82300

  

  ( )Lnm Ln Ln m m= − ⇒ = ⇒ <
1
2300 2 300 2 225  

xجواب دستگاه معادلات دیفرانسیل  .105 x y

y x y

′ − −
 ′ = −

4 3
5 dxوقتی که  4

x
dt

′ dyو  =
y

dt
′   باشد. کدام است؟ می =

  ( ) t tx t c te c e−= +1 2     ( ) t tx t c e c te−= +1 2  
 و  ) 2  و   )1

  ( ) t tc
y t c e te−= + 21 3

    ( ) t tc
y t c e e−= + 21 3

  

  

  ( ) t tx t c e c e−= +1 2    ( ) t tx t c e c te−= +1 2  
  و  )4  و  )3

  ( ) t ty t c e c e−= +1 2
5
3

    ( ) t ty t c e c e−= +1 2
5
3

  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  ( ) ( )y x x y x x′ ′ ′ ′′= − ⇒ = −
1 14 43 3

  

  ( ) ( )x x x x x x x′ ′′ ′ ′′− = − − ⇒ − =
1 44 5 4 03 3

  

  t tx c e c e−λ − = ⇒ λ = ± ⇒ = +2
1 21 0 1  

  ( )t t t t t ty c e c e c e c e c e c e− − −= + − + = +1 2 1 2 1 2
1 54 43 3

  

)با استفاده از روابط  .106 ( )) ( )x J x x J x−υ −υ
υ υ+′ = − )و  1 ( )) ( )x J x x J xυ υ

υ υ−′ = براي توابع بسل حاصل  1

( ( ) ( ))xJ x J x ′0   کدام است؟ 1

1 (( ) ( )J x xJ x−2 2
0 1  2 ([ ( ) ( )]x J x J x−2 2

0 1  3 (( ) ( )xJ x J x−2 2
0 1  4 ([ ( ) ( )]x J x J x+2 2

0 1  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xJ x J x J x J x xJ x J x xJ x J x′ ′ ′= + +0 1 0 1 0 1 0 1  

υبا استفاده از رابط اول با  = )داریم  0 ) ( )J x J x′ =−0 )لذا  1 ) ( ) ( )xJ x J x xJ x′ = − 2
0 1  υ=1با استفاده از رابطه دوم با  1

  داریم:

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( )( ( )) ( )J x J x xJ x J x J x J x xJ x J x xJ x xJ x′ ′ ′+ = + = = 2
0 1 0 1 0 1 1 0 1 0  
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  ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))xJ x J x x J x J x′⇒ = −2 2
0 1 0 1  

)تبدیل لاپلاس تابع  .107 ) ( ) sin
t

f t t x xdx= −∫ 3
  کدام است؟ 0

1 (!
( )s s +2 2

6
1

  2 (!
( )s s +2 2

3
1

  3 (!
( )s s +4 2

6
1

  4 (!
( )s s +4 2

3
1

  

  ) صحیح است. 4: گزینه ( حل

  با استفاده از قضیه کانولوشن داریم:

  
! !( ) sin ( )

( )

t
t x xdx F x

s s s s
− ⇒ = × =

+ +∫ 3
4 2 4 20

3 1 3
1 1

 L ( )f t = L   

)اگر  .108 )
( )

s
F s

s
=

+2 21
)تبدیل لاپلاس تابع   )f t گاه معکوس تبدیل لاپلاس تابع  باشد، آن( ( ))Ln F s  کدام

  است؟

1 (( cos )t
t

−
1 1 4  2 (( cos )t

t
−

1 4 1  3 (( cos )t t−1 4  4 (( cos )t t −4 1  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

Lاستفاده از فرمول   ( )F s− ′1 ( )f t
t

= −
  داریم: 1

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

s s
F s Ln F s Ln s Ln s F s

ss s
′= ⇒ = − + ⇒ = −

+ +
2

1 1 12 2 2
1 42 1

1 1
  

  L ( ) ( cos )F s t
t

− = − −1
1

1 1 4 L ( ) coss
t

s s
− − = − ⇒

+
1

2
1 4 1 4

1
   

)جوابی از معادله  .109 )x y dx xydy+ + =2 2 )که از نقطه  0 , )1   گذرد، کدام است؟ می 1

1 (y x= +
2 3
5 5

  2 (y
x

=
− 2
2

5
  

3 (x
y

−
=

23
2

  y x
x

= − 2
2

1 3
2

  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

yمعادله همگن با استفاده از تغییر متغیر  x= υ :داریم  

  ( ) ( ) ( )x dx x dx xd dx x d+ υ + υ υ + υ = ⇒ + υ + υ υ =2 2 2 21 0 1 2 0  

  ( )dx
d Lnx Ln Lnc

x
υ

+ υ = ⇒ + + υ =
+ υ

2
12

10 1 241 2
  

  ( ( ) ) ( )y
x c x x y c

x
+ = ⇒ + =2 2 2 2 21 2 2  
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  ,x y c y x y x
x x

= = ⇒ = ⇒ = − ⇒ = −2 2 2
2 2

3 1 31 1 3 2
2  

دستگاه معادلات  .110
dx

x y
dt
dy

y x
dt

= +

= +

2

2
  ارز کدام معادله است؟ هم 

1 (x x′′ ′− − =2 3 0  2 (x x x′′′ ′′ ′+ + =2 3 0  
3 (x x x′′′ ′′ ′− − =2 3 0  4 (x x x′′′ ′′ ′− + =2 3 0  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  ( ) ( )y x x y x x′ ′ ′′ ′= − ⇒ = −
1 1
2 2

  

  ( ) ( )x x x x x x x x x x x′′ ′ ′ ′′ ′ ′′′ ′′ ′− = − + ⇒ − − = ⇒ − − =
1 1 2 2 3 0 2 3 02 2

  

)تبدیل لاپلاس تابع  .111 )f t
t

=
  کدام است؟ 1

1 (
s

sو  1 > 0  2 (s
π

sو   > 0  3 (sπ  وs > 0  4 (
s
π  وs > 0  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  
( ) ( )

( ) ,t s
s

s s

− Γ − + Γ π
= = = >

1
2

1 1
2 2

1 112 2 0 L  

yجواب خصوصی معادله  .112 y x′′ ′− =   کدام است؟ 2

1 (py x(x )= − +2  2 (py x(x )= +2  

3 (py x(x )= −2  4 (py x( x )= +2 1  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  مفسر است.صفر یک بار ریشه معادله 

  p p py x(Ax B) , y Ax B , y A′ ′′= + = + =2 2  

  A
A Ax B x A , B

A B
− =

− − ≡ ⇒ ⇒ = − = − − =

2 22 2 2 1 22 0  

  py x( x ) x(x )= − − = − +2 2  

y(xفرض کنید  .113 y)dx (x y )dy+ + + − =2 1   ساز این معادله کدام است؟ ، عامل انتگرال0

1 (xe  2 (ye  3 (xe−  4 (ye−  

http://www.SANJESH.IR


  معادلات دیفرانسیل
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«220» 

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  P Qx y ,
y x

∂ ∂
= + =

∂ ∂
2 1  

x(  P(تابعی از  Q x y( )
Q y x x y

∂ ∂ + −
− = =

∂ ∂ + −
1 2 1 12 1  

  dx xF(x) e e∫= =  
  
  

xyفرض کنید  .114 y y
x
+′′ ′+ + =

12 x. با تغییر متغیر 0 t=   شود؟ این معادله به کدام معادله تبدیل می 2

  d y
dt

=
2
2 

..y    وdy
dt

= 
.y  

1 (.. .y ty t y+ + =2 0  2 (.. .y ty t y+ + =22 0  

3 (.. .y y t y+ + =22 2 0  4 (.. .ty (t )y t y+ + + =2 32 2 0  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  dtx t
dx t

= ⇒ =2 1
2

  

  
.. .dy dt ty y, y

dt dx t t

′ −′′ = = ×2
2 2 1

4 2
  .dy dy dty y

dx dt dx t
′ = = =

1
2

  

  با جایگذاري در معادله داریم:

  
.. .y y t y⇒ + + =22 2 0 

.. . .
ty y t y( ) y

tt t
− +

+ + =
2

3 2
1 022  

sF(s)تابع  .115
s x

+
=

+ +2
4

4 8
  تبدیل لاپلاس کدام تابع است؟ 

1 (te (cos t sin t)− +2 2 2  2 (te (cos t sin t)− +2 2 2  

3 (te (cos t sin t)+2 2 2  4 (te (cos t sin t)+2 2 2  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  (cos sin )− −+
= +

+
1 2

2
2 2 2
4

ts
e t t

s
 L ( )

( )
− −+ +

=
+ +

1 2
2

2 2
2 4

ts
e

s
 L  
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yاگر  .116 x=  یک جواب معادله دیفرانسیلx y x(x )y (x )y′′ ′− + + + =2 2 2 گاه جواب عمومی آن  باشد، آن 0
  کدام است؟

1 (xx(A Be )−+  2 (xx(A Be x )+ + 3  

3 (xx(A Be )+  4 (xx(A Be x )−+ − 3  
  ت. ) صحیح اس3حل: گزینه (

  x xy y y
x x
+ +′′ ′− + =2

2 2 0  

  
x dx x Lnx x xxu(x) e dx e dx e dx e

x x

+
+∫

= = = =∫ ∫ ∫
22

2 2
1 1  

  x xy uy xe , y Ay By x(A Be )= = = + = +2 1 1 2  
  مطلوب است جواب عمومی معادله دیفرانسیل زیر: .117

  d u u sin x
dx

+ =
2

2 4 2 2  

1 (c cos x c sin x xcos x+ −1 22 2 2 2  2 (c sin x c cos x x cos x− − 2
1 22 2 2 2  

3 (c sin x c cos x x sin x− − 2
1 2

12 2 22
  4 (c cos x c sin x x cos x+ −1 2

12 2 22  
جواب ندارد.

  

mهاي  پوش دسته دایره .118 x m y mx y+ + + =2 2 2 2 2   عبارت است از:0

1 (y(x y ) x (x y )+ = −2 2 2 2 2 2  2 (y(x y ) x (x y )+ = −2 2 2 2 2 22  

3 (y(x y ) x (x y )+ = +2 2 2 2 2 2  4 (y(x y ) x (x y )+ = +2 2 2 2 22  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  کنیم. را در دستگاه زیر حذف می mگیریم و  مشتق می mنسبت به 

  mx my x xm
x ym x m y mx y

 + + = ⇒ = −
++ + + =

2 2
2 22 2 2 2

2 2 2 0
2 0

  

  
x x x x x y xx ( ) y ( ) y y

x y x y x y (x y ) x y
− − +

+ − + = − +
+ + + + +

2 4 2 2 22 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
  

  
x y y(x y ) x

x y
= − + = ⇒ + =

+

2 2 2 2
2 2 0  
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xمعادله دیفرانسیل دسته منحنی  .119 cy y+ − =2 2   کدام است؟ 0

1 (xy (x y )y′+ − =22 2 0  2 (xy (y x )y′+ − =22 2 0  

3 (xy (x y)y′+ − =22 2 0  4 (xy (y x)y′+ − =22 2 0  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

c کنیم: را در دستگاه زیر حذف می  

  
y xx cy y c

y
x cyy y

 −
+ − = ⇒ =


 ′ ′+ − =

22 2
20

2 2 0
  

  
y xx yy y xy yy yx xy y (y x )

y
−′ ′ ′ ′ ′+ − = ⇒ + − = ⇒ + − =

2 2 2
22 2 0 2 2 0 2 2 0  

dyمعادله دیفرانسیل  .120 y
dx x x y

=
+ 2 23

)yبا شرط اولیه   ) =1   کند؟ یک از نقاط زیر عبور می از کدام 1

1 (( , )−
10 213

  2 (( , )−
20 213

  3 (( , )10 213
  4 (( , )20 213

  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  باشد. می xمعادله برنولی نسبت به 

  dx x dxx y x x y
dy y dy y

− −= + ⇒ − =2 2 13 3  

  du dxu x x
dy dy

− −= ⇒ = −1 2  

    خط مرتبه اول
du u y
dy y

+ = −
3  

  Lny Lnyu e ( ye dy c) ( y dy c)
y

−= − + = − +∫ ∫
2 3 4

3
1  

  ( y c) , y( ) c
x y

= − + = ⇒ =5
3

1 1 1 61 15 5  

  
y , y x

x xy
= − + = ⇒ = − + = − ⇒ = −

2
3

1 6 1 4 3 13 2025 5 20 20 135
  

yیک جواب خاص معادله  .121 y x′′ ′+ = +24   یک از موارد زیر است؟ کدام 4

1 (py Ax B= +  2 (py Ax Bx C= + +2  

3 (py x(Ax Bx C)= + +2  4 (By x (Ax Bc C)= + +2 2  
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  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

t t t ,+ = ⇒ = −2 4 0 0   چون صفر یک بار ریشه معادله مفسر است. لذا: 4

  py x(Ax Bx C)= + +2  

yاگر  .122 ( x xجواب معادله دیفرانسیل  ( y x y a (x )′′ ′+ = >3 22 )y، با شرایط اولیه  0 ) =1 و  0

y ( ) a′ =
21 3

  کدام است؟ y(e)باشد. مقدار  

1 (e( )a
−

85
3  2 (e( )a−5 8

3
  3 (e( )a

+
85

3  4 (e( )a+5 8
3

  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  باشد. yمعادله فاقد 

  dp dpy x x p a
dx dx

′′ = ⇒ + =3 22  

dp  خطی مرتبه اول ap
dx x x

+ = 3
2  

  dx Lnx
x

=∫ 22  

  Lnx Lnxa ay p e ( e dx c) ( dx c) (aLnx c)
xx x x

−′ = = + = + = +∫ ∫
2 2

3 2 2
1 1  

  y ( ) a a c y (aLnx a)
x

′ ′= ⇒ = ⇒ = +2
2 2 1 21 3 3 3  

  uLnxy a( dx ) b a( ue du ) b
x xx

−= − + = − +∫ ∫2
2 2

3 3  

uxتوجه:  e=  وu Lnx=  
  

  a ay a( (Lnx ) ) b , y( ) a b b
x x

= − + − + = ⇒ = − + + ⇒ =
1 2 2 51 1 0 03 3 3

  

  ay a( (Lnx ) )
x a

= − + − +
1 2 51 3 3

  

  ey(e) a ( ) a( )
e e

−
= − + =

8 5 5 8
3 3 3
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xyچهار جمله اول سري معادله  .123 (y ) e y′′ ′+ =2 )yبا شرایط اولیه  3 ) =0 yو  1 ( )′ =0   کدام است؟ 2

1... (y x x x= + + − +2 33 191 2 2 6
  

2... (y x x x= + + − +2 33 51 2 2 6
  

3... (y x x x= + − + +2 23 191 2 2 6
  

4... (y x x x= + − + +2 33 51 2 2 6
  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  ...y ( ) y ( ) y ( )y y( ) x x x
! ! !

′ ′′ ′′′
= = + + +2 30 0 00 1 2 3

  

  y( ) , y ( ) , y ( ) e y ( )′ ′′ ′′= = + = × ⇒ = −2 00 1 0 2 0 2 1 0 3  

  x xy y y e y y y e y ( )′′′ ′ ′′ ′ ′′′+ = + ⇒ = + + =3 22 3 0 12 1 6 19  

  ...y x x x= + − + +2 33 191 2 2 6
  

حاصل  .124
te sin t dt

t

−∞
∫

2
0

  کدام است؟ 3

1 (cot ( )−1 3
2

  2 (tan ( )−1 3
2

  3 (π
4

  4 (π
2

  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  
sin( ) tan

∞ −
=

∞
= =

= +∫ 1
22

3 3
2 239s

t u
du

st u
 L t sin te dt

t
∞ − =∫ 2

0
3  

  tan tan− −π
= − =1 12 3

2 3 2
  

جواب معادله  .125
xyxy e y−′ =   کدام است؟ −

1 (xye y c− = +  2 (xye x c− = +  3 (xye y c= +  4 (xye x c= +  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

zتغییر متغیر  xy= کنیم. را اعمال می  
  )1      (z xy z xy y′ ′= ⇒ = +  

  )2      (xy xyxy e y xy y e− −′ ′= − ⇒ + =  

  z z zz e e dz dx e dz dx−′⇒ = ⇒ = ⇒ =∫   )1) و (2( ∫

  z eye x c , z xy e x c⇒ = + = ⇒ + +  
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xyاي مستقل خطی معادله ه جواب y2و  y1اگر  .126 y e y
x

′′ ′+ + =
2 در نقطه  y2و  y1بوده و رونسکین  0

x xباشد. در این صورت رونسکین این دو جواب در  2برابر  1= =   کدام است؟ 5

1 (1
25

  2 (2
25

  3 (25  4 (5 0  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  
dxp(x)dx Lnxx Kw(y : y )(x) Ke Ke Ke

x

−− −∫∫= = = =
2

2
1 2 2  

  w(y :y )( ) K= ⇒ =1 2 1 2 2  

  w(y : y )(x) w(y : y )( )
x

= ⇒ =1 2 1 22
2 25 25  

  

  یک عدد ثابت است.) aةاي معادله کدام است؟ ( یک جواب معادله زیر باشد، یکی دیگر از جواب xxe2اگر  .127

  ( ) ( )y y y a(y y)′′ ′− − + − =4 34 5 0  

1 (xe−3  2 (xxe−3  3 (xe−2  4 (xx e2 2  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

xyبا توجه به جواب  xe= 2
tمعادله شاخص داراي دو جواب  1 t= =1 2 xyو جواب دیگر معادله به فرم  2 e= 2

  است. 2
    معادله شاخص

t t t at a− − + − =4 3 24 5 0  
  t a a a= ⇒ − − + − = ⇒ =2 16 32 20 2 0 36  

  t t t t (t ) (t )⇒ − − + − = ⇒ − − =4 3 2 2 24 5 36 36 0 2 9 0  

  x xt t , t , t y e , y e−⇒ = = = = − ⇒ = =3 3
1 2 3 4 3 42 3 3  

  کدام است؟ x3لور تابع جواب معادله زیر حول نقطه صفر، ضریب در بسط تی .128

  y (sin x)y xy , y( ) , y ( )′′ ′ ′− + = = = −0 0 0 0 1  

1 (−1  2 (−
1
6

  3 (−
1
24

  ) صفر4  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  ...x xy(x) y( ) y ( )x y ( ) y ( )
! !

′ ′′ ′′′= + + + +
2 3

0 0 0 02 3  

http://www.SANJESH.IR


  معادلات دیفرانسیل
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«226» 

yباید  x3بنابراین براي به دست آوردن ضریب  ( )′′′   را به دست آوریم. 0
)yمقادیر  ) =0 yو  0 ( )′ = −0 yدهیم:  را در معادله قرار می 1 ( )′′ =0 0  

  گیریم. از طرفین معادله مشتق می

  y (cos x)y (sin x)y y xy′′′ ′ ′′ ′− − + + = 0  
)yمقادیر  )0  ،y ( )′ yو  0 ( )′′   دهیم: را در معادله فوق قرار می 0

  y ( ) ( )( ) y ( )′′′ ′′′− − = ⇒ = −0 1 1 0 0 1  

  برابر است با: x3بنابراین ضریب 

  y ( )
!

′′′
= −

0 1
3 6

  

  باشد.) یک عدد ثابت می cتبدیل لاپلاس جواب معادله زیر به کدام صورت است؟ ( .129

  xy y xy x , y( ) , y ( )′′ ′ ′+ + = ≤ < ∞ = =0 0 0 1 0 0  

1 (c

s −2 1
  2 (c

s s −2 1
  3 (c

s s +2 1
  4 (c

s +2 1
  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

xy: معادله دیفرانسیل روش اول y xy′′ ′+ + = x)و  0 y xy x y)′′ ′+ +2 یک معادله دیفرانسیل بسل مرتبه صفر بوده و  2

yداراي یک جواب به صورت  J (x)= cY(s)است که داراي تبدیلات لاپلاس  0
s

=
+2 1

  باشد. می 

  آوریم. را به دست می Y(s)گیریم و  : از طرفین معادله تبدیل لاپلاس میروش دوم

yجواب عمومی معادله  .130 y y x′′ ′+ + = +2 5   کدام است؟ 1

1 (xy (c c x)e x−= + +1 2 5  2 (xy (c c x )e x−= + − −2
1 2 5 9  

3 (xy (c c x)e x−= + + −1 2 5 9  4 (xy (c x c x )e x−= + + +2
1 2 5 9  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  xt t (t ) t , yh (c c x)e−+ + = + = ⇒ = − − ⇒ = +2 2
1 22 1 1 0 1 1  

  p p py Ax B , y A , y′′= + = =0   

  pA Ax B x A , B y x+ + + ≡ + ⇒ = = − ⇒ = −0 2 5 1 5 9 5 9  
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dمعادله دیفرانسیل  .131 y dyx x y x
dxdx

−+ − =
22 1

2 ccداراي حل همگن  4 x
x

+ باشد. حل غیرهمگن آن  می 21

  برابر است با:

1 (x x−+ 1  2 (x ( Lnx )−2 1  3 (x Lnx x− +1 2  4 (Lnx
x

+1 2  

zxباشد. با تغییر متغیر  معادله از نوع کشی می حل: e=   به معادله با ضرایب ثابتzd y dy( ) y e
dzdz

−+ − − =
2

2 1 1 تبدیل  4

  شود. می

  z
pt t , y Aze−− = ⇒ = ± =2 1 0 1  

  z z
p py Ae ( z) , y Ae (z )− −′ ′′= − = −1 2  

  با جایگذاري داریم:

  z z zAe (z ) Aze e A− − −− − = ⇒ = −2 4 2  

  z
p py ze y Lnx

x
−= − ⇒ = −

22
  
  

sمعکوس تبدیل لاپلاس  .132
s(s )

+

−2
2 3

1
  برابر است با: 

1 (t te e−− + +
5 13 2 2

  2 (t t( e e )−+
5 13 2 2

  

3 (cos( t ) sin( t )+3 2  4 (cos(t ) sin(t)− +3 3 2  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  
( )

−

−
1

2
1

1s s
 L − +

−
1

2
1 3

1s
 L 

( )
− +

=
−

1
2

2 3 2
1

s

s s
 L   

  t
sin h t sin h rdr sin h t cosh t= + = + −∫02 3 2 3 3  

  t t t t t te e e e e e− − −= − + + − = − + +
3 3 5 13 32 2 2 2

  

,x)اگر  .133 y)µ ساز معادله دیفرانسیل  عامل انتگرال(x y )dx xydy− + =2 2 2 باشد. حاصل  0

(x,y) ( , )
lim (x, y)

→
µ

21
  کدام است؟ 

1 (1
5

  2 (1
10

  3 (1
15

  4 (1
20

  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

http://www.SANJESH.IR


  معادلات دیفرانسیل
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«228» 

(x,y)ساز  معادله دیفرانسیل مورد نظر یک معادله همگن است و داراي عامل انتگرال
xP yQ

µ =
+
است. بنابراین 1

(x, y)
x xy

µ =
+3 2
و  1

(x,y) ( , )
lim

→
µ =

2 1
1
10 .  

yyyمعادله دیفرانسیل  .134 x cos x
x

′ = +
23 )yبا شرط  22 )π   کدام است؟ 0=

1 (y x cos x=2 2  2 (y xsinx=2 2  3 (y x cos x=2 2 22  4 (y x sin x=2 2 22  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

yتغییر متغیر  z=2 کنیم. را اعمال می  

  y z=2  
    معادله خطی

z zyy z x cos x z z x cos x
x x

′
′ ′ ′= ⇒ = + ⇒ − =3 2 3 222 2 42

  

  
dx dx Lnx Lnxx xz e ( x cos x e dx c) z e ( x cos x e dx c)

− − − −∫ ∫
= + ⇒ = +∫ ∫

2 2
3 2 2 3 2 24 4  

  z x ( x cos x dx c) x ( sin x c)⇒ = + = +∫2 2 2 24 2  

  y z y x ( sin x c) , y( ) c= ⇒ = + π = ⇒ =2 2 2 22 0 0    

  y x sin x=2 2 22  

F(s)تبدیل معکوس تابع  .135
s (s )

=
+3 2

1
1

  کدام است؟ 

1 (t cos t+ −21 12
  2 (t cos t− −21 12

  3 (t cos t− +21 12
  4 (t cos t+ +21 12

  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  sF(s)
ss (s ) s s

= = − +
+ +3 2 3 2

1 1 1
1 1

  

  
[ ]−

+
1

2 1
s

s
 L [ ]− +1 1

s
 L [ ]− −1

3
1
s

 L [ ( )]− =1 F s  L ⇒  

  tf (t) cos t⇒ = − +
2

12  
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)xهاي معادله شاخصی معادله دیفرانسیل  ریشه .136 x )y ( x)y y′′ ′+ + + + =2 1 1 6 2 عبارت  x=0در نزدیکی  0

  است از:

1 (3
2

−و  
1
2

  2 (1
2

1) صفر و 3  1و  
2

  1) صفر و 4  

  ) صحیح است. 3حل:گزینه (

  xy y y
x( x) x( x)

+′′ ′+ + =
+ +

1 6 1 02 1 1  

  x xg(x) , h(x)
( x) x
+

= =
+ +

1 6
2 1 1  

  r (g( ) )r h( ) r r r ,+ − + = ⇒ − = ⇒ =2 2 1 10 1 0 0 0 02 2
  

xxeجواب معادله انتگرال  .137 y(x) cos (x t)y(t)dt− = +     کدام است؟ 02∫−

1 (z(x ) e−− 21  2 (x(x ) e− 21  3 (x(x ) e−+ 21  4 (x(x ) e+ 21  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  گیریم: لاپلاس میاز طرفین معادله تبدیل 

  
[ cos ( ) ( ) ]−∫0

x
x t y t dt L [ ( )] + 2y x L x[e ]− = L  

  L[ ( )]y x L[cos ] .x Y
s

⇒ = +
+
1 21

  

  s s sY Y ( )Y
s s s

+ +
⇒ = + =

+ + +

2
2 2

1 2 2 1
1 1 1

  

  
s (s ) (s )Y

(s ) (s )
+ + − + +

⇒ = =
+ +

2 2
3 3
1 1 2 1 2

1 1
  

  L ( ) ( )− − −− +
= − + = −

21 2 2
3
2 2 1 2 1x xs s

e x x x e
s

 

xy e−=  

ها، xها بین نقطه تماس و محل تلافی با محور  هایی را بیابید که تکه واقع بر خط مماس بر آن معادله دسته خم .138

  نصف شود. yتوسط محور 

y) دسته سهمی 1 ax= y) دسته سهمی 2  2 ax=2  

y) دسته سهمی 3 a x= + x) دسته دایره 4  2 y a+ =2 2  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  تواند صحیح باشد. ) می2شویم که فقط گزینه ( متوجه می a=1با رسم شکل به ازاي 
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xاگر معادله دیفرانسیل  .139 y ( ydx xdy) ydx xdy+ = +3 3 2 5 xداراي فاکتور انتگرالی به شکل  7 yα β  .باشد
  کدام است؟ βو  αاعداد 

1 (α = −
8
3

βو   = −
10
3

  2 (α = −
10
3

βو   = −
8
3

  

3 (α = −
8
3

βو   =
10
3

  4 (α =
10
3

βو   = −
8
3

  

  x y dx x y dy ydx xdy+ − − =3 4 4 32 5 7 0  

  ( x y y)dx (x y x)dy⇒ − + − =3 4 4 32 5 7 0  

Fفاکتور انتگرال  x yα β= کنیم. را در طرفین معادله ضرب می  

  ( x y x y )dx (x y x y )dyα+ β+ α β+ α+ β+ α+ β− + − =3 4 1 4 3 12 5 7 0  

yنویسیم :  شرط برقراري معادله کامل را می x(P Q )=  

  yP ( )x y ( )x yα + β+ α β= β + − β +3 32 4 5 1  

  xQ ( )x y ( )x yα+ β+ α β= α + − α +3 34 7 1  

  y xP Q ,
β + = α + α − β = 

= ⇒ ⇒ ⇒ α = − β = − − β − = − α − α − β = − 

2 8 4 2 4 8 10
5 5 7 7 7 5 2 3 3  

xدر معادله دیفرانسیل  .140 y xy y′′ ′+ + =2 3 )yداریم  0 ) =1 yو  0 ( )′ =1   کدام است؟ y(e)، مقدار 1

1 (e2  2 (e  3 (e−1  4 (e−12  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  اویلر است. –معادله یک معادله دیفرانسیل کشی 

  a , b= =3 1  
    معادله شاخص

r (a ) b r r+ − µ + = ⇒ + + =2 21 0 2 1 0  

  c c(r ) r r y Lnx
x x

⇒ + = ⇒ = = − ⇒ = +2 1 21 21 0 1    

  Lnxy( ) c , y ( ) c y , y(e)
u e

′= ⇒ = = ⇒ = ⇒ = =1 2
11 0 0 1 1 1  
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yهرگاه معادله دیفرانسیل  .141 xy′′ − = nبه روش سري توانی  0
n

n
y a x

∞

=
= ∑

0
گاه فرمول بازگشتی  حل شود، آن 

  براي ضرایب عبارت است از:

1 (n
n

aa
(n )(n )+ =

+ +3 1 2  2 (n
n

aa
(n )(n )

+
+ =

+ +
13 1 2  

3 (n
n

aa
(n )(n )

+
+

−
=

+ +
12 3 4  4 (n

n
aa

(n )(n )
+

+ =
+ +

14 3 4  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  n n n
n n n

n n n
y a x , y a x , y n(n )a x

∞ ∞ ∞
− −

= = =
′ ′′= = = −∑ ∑ ∑1 2

0 0 0
1  

  با جایگذاري در معادله داریم:

  n n
n n

n n
(n )(n )a x a x

∞ ∞
+ +

+ +
= =

+ + − =∑ ∑2 2
4 1

0 0
4 3 0  

  n
n n

n
x [(n )(n )a a ]

∞
+

+ +
=

⇒ + + − =∑ 2
4 1

0
4 3 0  

  n
n n n

a(n )(n )a a a
(n )(n )

+
+ + +⇒ + + − = ⇒ =

+ +
14 1 44 3 0 3 4  

pF(p)هرگاه  .142
p p

+
= ×

+2 2
1 3

9
fتبدیل لاپلاس تابع   ( x xeباشد. حاصل  ( f (x)

+∞
  کدام است؟ 0∫

1 (−
2
5

  2 (−
1
5

  3 (1
5

  4 (2
5

  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  sx[f (x)] e f (x)dx F(p)
∞ −= =∫0 L  

  L[ ( )] ( )=− = − = =1
2 11 10 5pf x F xe f (x)dx

∞
⇒ =∫0  

x)جواب عمومی معادله دیفرانسیل  .143 y y)dx xdy+ + − =2 2   عبارت است از؟ 0

1 (yx arc tan c
x

− =  2 (yy arc tan c
x

− =  

3 (yx arc tan c
x

+ =  4 (yy arc tan c
x

+ =  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (
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  (x y y)dx xdy (x y )dx xdy ydx+ + − = ⇒ + = −2 2 2 20  

  xdy ydx ydx d(tan ) d(x)
xx y

−−
⇒ = ⇒ =

+
1

2 2  

  y ytan x c x tan c c
x x

− −⇒ = + ⇒ − = − =1 1
1 1  

، جواب مسئله مقدار اولیه βبه ازاي چه مقدار  .144
d y dy y

dtdt
y( ) , y ( )


− − =


 ′= β =

2
2 2 0

0 0 2
tوقتی   →   کند. به صفر میل می ∞

1 (β = 2  2 (β = 1  3 (β = −1  4 (β = −2  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  y y y r r r ,′′ ′− − = ⇒ − − = ⇒ = −22 0 2 0 2 1    

  t ty(t) c e c e−= +2
1 2  

که  براي این
t
lim y(t)
→∞

cباشد، باید مقدار  0= =1   به دست آید. 0

  y( ) c c c , y( ) c c c′=β⇒β= + = = ⇒ = − =−1 2 2 1 2 20 0 2 2 2  

dهاي معادله دیفرانسیل  جواب y2و  y1فرض کنید  .145 y dyt t y , t
dtdt

+ − = >
22
22 3 0 باشند. مقدار  0

w(y ,y )( )1 2   یک از موارد زیر است؟ کدام 1

1 (−
3
2

  2 (−
2
3

  3 (2
3

  4 (3
2

  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  اویلر است. –معادله مورد نظر یک معادله کشی 

  t y ty y a ,′′ ′+ − = ⇒ = β = −2 3 1 3 102 2 2 2
  

  r ( )r r r+ α − + β = ⇒ + − =2 2 1 11 0 02 2
  معادله شاخص 

  (r )(r ) r , r y c t c t−⇒ + − = ⇒ = = − ⇒ = +
1

1 21 2 1 2
1 11 0 12 2

  

  w y y y y t t
tt t

−′ ′= − = + =
=

1
1 2 2 1 2

1 1 3
1 22
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  هاي معادله شاخص نقاط منفرد منظم، معادله دیفرانسیل زیر عبارتند از: ریشه .146

  (x ) xy xy (x )y′′ ′− + + − =22 2 3 2 0  

1 (r =2 rو  0 =−1 1  2 (r =2 rو  1 =1 0  

3 (r =2 rو  1 =−1 1  4 (r =2 rو  2 =1 1  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  y y y
(x )x(x )

′′ ′+ + =
−− 2

3 1 02 22 2
  

  x xg(x) , h(x)
(x )(x )

= =
−− 2

3
2 22 2

  

g ( x hو  ( ( x xهر دو در  ( =   تحلیلی هستند. 0

  r (g( ) )r h( ) r r r ,+ − + = ⇒ − = ⇒ =2 20 1 0 0 0 0 1  

tاگر  .147
y (t) y(t) y(x)dx′ + + =∫02 )yو  0 ) =0   برابر است با: y(t)گاه  ، آن1

1 (te ( t)− −1  2 (te ( t)− +1  3 (te ( t)−1  4 (te ( t)+1  
  گیریم: از طرفین معادله تبدیل لاپلاس می

    ( ( ) ) =∫0 0t
y x dx L ( ) +y L L (y )′ + 2  

  Y y( ) Y Y
s

⇒ − + + =
10 2 0  

)yمقدار  ) =0   کنیم. را جایگذاري می 1

  s xY(s ) Y( )
x s

+ +
+ + = ⇒ =

21 2 12 1 1  

  s sY
s(s ) (s ) (s )

+ −
⇒ = = = −

++ + +2 2 2
1 1 1 1

11 1 1
  

  L (Y)− =1 L [ ]
s

− −
+

1 1
1

L [ ]
(s )

−

+
1

2
1
1

 ⇒  

  t ty(t) e te ( t)e− − −⇒ = − = −1 1  

z(x)dxyبا استفاده از تغییر متغیر تابع  .148 e∫=  معادله دیفرانسیلx yy (y xy )′′ ′= −2 به چه صورت در  2

  آید؟ می

1 (x x xz′− =2 2 1  2 (x z x z′− =2 2 22 1  3 (x z xz′+ =2 2 1  4 (x z x z′+ =2 2 22 1  
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  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  zdx zdx zdx zdxy e y ze y z e z e∫ ∫ ∫ ∫′ ′′ ′= ⇒ = ⇒ = + 2  
y  ،y   دهیم. را در معادله قرار می ′′yو  ′

  zdx zdx zdx f zdx zdxx e (z e z e ) (e xze )∫ ∫ ∫ ∫ ∫′ + = −2 2 2  

  zdx zdxe (x z x z )e ( x z xz)∫ ∫′⇒ + + −2 22 2 2 2 21 2  

  x z x z x z xz x z xz′ ′⇒ + = + − ⇒ + =2 2 2 2 2 21 2 2 1  
xyهاي شاخص معادله دیفرانسیل  ریشه .149 y y′′ ′+ − =2   اند؟ کدام 0

1 (−
2
3

−) 2  و صفر 
1
3

1) 3  و صفر 
3

2) 4  و صفر 
3

  و صفر 

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  xg(x) , h(x )= = −
1
3 3

  y y y
x x

′′ ′+ − =
1 1 03 3

  

g(x)  وh(x)  هر دو درx =   تحلیلی هستند. 0

  r (g( ) ) h( ) r r r , r+ − µ + = ⇒ − = ⇒ = =2 2
1 2

2 20 1 0 0 0 03 3
  معادله شاخص 

xدر معادله دیفرانسیل  .150 (x ) y x(x ) y y′′ ′− − − + =2 3 22 2   نوع نقاط منفرد (تکین) کدام است؟ 0

1 (x =   هر دو تکین منظم هستند. x=2و  0
2 (x = xو  0   هر دو تکین نامنظم هستند. 2=
3 (x =   تکین منظم است.x=2تکین نامنظم و  0
4 (x =   نقطه تکین نامنظم است.x=2نقطه تکین منظم و  0

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  g(x) , h(x)
(x ) (x )

−
= =

− − 3
1 1
2 2

  y y y
x(x ) x (x )

′′ ′− + =
− −2 3

1 1 02 2
  

xنقاط  ,=0 0 xشوند. نقطه  نقاط عادي محسوب می نقاط تکین معادله هستند و بقیه نقاط جزء 2 =0   کنیم. را بررسی می 0

  g(x) , h(x)
x (x )

= − =
− − 3
1 1

2 2
  

gتوابع  ( x hو  ( ( x xهر دو در  ( = xتحلیلی هستند. لذا  0 = را بررسی  x=2یک نقطه منفرد منظم است. حال نقطه  0
  کنیم. می

  g(x) , h(x)
x x (x )

= − =
−2

1 1
2
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xکه نقطه  با توجه به این =0 مخرج  2
x (x )−2

1
2

  کند، بنابراین تکین نامنظم است. را صفر می 

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  
x

z x
x

dy e sin y e sin ydx (e cos y y)dy
dx e cos y y

−
− −

−
= ⇒ − + =

+
2 0

2
  

  x xP e sin y , Q e cos y y− −= = − −2  
  معادله کامل است.

  x x
y x y xP e cosy , Q e cosy P Q− −= = ⇒ =  

  u xu e sinydx e siny f(y)− −= =− +∫  

  x x zu e cos y f (y) e cos y y f (y) y e sin y f (y) c
y

− − −∂ ′= − + = − − ⇒ = − ⇒ − + =
∂

22  

  xe sin y y c−⇒ − − =2  

xاگر  .151 yα β  فاکتور انتگرال معادلهx y (x xy )y′+ + =2 3 2   به ترتیب چقدر است؟ βو  αباشد.  0

  3و  1−) 4  1و  3−) 3  3−و  1−  )2  1−و  3−) 1
  ) صحیح است. 2: گزینه ( حل

F x yα β= شود و باید رابطه  کنیم، بنابراین معادله به یک معادله کامل تبدیل می را در طرفین معادله ضرب میy xP Q= 

  برقرار باشد.

  x y dx (x xy )dy+ + =2 3 2 0  

  x y dx (x y x y )dyα+ β+ α+ β α+ β+⇒ + + =2 2 1 1 2 0  

  P x y , Q x y x yα+ β+ α+ β α+ β+⇒ = = +2 3 1 1 2  

  y xP ( )x y Q ( )x y ( )x yα+ β+ α β α β+= β+ = = α+ + α+2 2 23 1 1  

  , ,⇒ α + = β + = ⇒ α = − β = −1 0 3 0 1 3  
  

fتبدیل لاپلاس  .152 ( t ) t sin( t )=   کدام است؟ 2

1 (
(s )

−

+2 2
4
4

  2 (
(s )+2 2

4
4

  3 (s
(s )

−

+2 2
4

4
  4 (s

(s )+2 2
4

4
  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (
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  f ( t ) t sin( t )= 2  

  [ sin ] ( )
( )

′= − =
+ +2 2 2
2 42

4 4
s

t t
s s

 L [sin t ]
s

= ⇒
+2
22

4
 L  

sF(xمعکوس تبدیل لاپلاس  .153 )
s s

+
=

− −2
3 7

2 3
  کدام است؟ 

1 (t tf (t) e e−= −34  2 (t tf (t) e e−= −34  

3 (t tf (t) e e−= +34  4 (t tf (t) e e−= +34  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  sF(s)
(s )(s ) s s

+ −
= = +

− + − +
3 7 4 1
3 1 3 1

  

  
[ ] ( )− −⇒ = −

+
1 31 41

t tf t e e
s

 L [ ]− −
−

1 1
3s  L [ ( )]− =1 4F s L ⇒  

yجوابی از معادله دیفرانسیلی  .154 y cos y′′ ′+ =2   عبارت است از: 0

1 (sinxx c e dx c= +∫1 2  2 (sinx c e dy c= +∫1 2  

3 (cscxy c e dx c= +∫1 2  4 (cscyx c e dy c= +∫1 2  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

yطرفین معادله را بر  y)کنیم.  تقسیم می ′ )′ ≠ 0  

  y y cos y d (Lny ) d(sin y)
y

′′
′ ′+ = ⇒ + =

′
0 0  

  Lny sin y a Lny a sin y
∫

′ ′⇒ + + ⇒ = −0 0  

  a sin y a asin y sin yy e e e e y e b− −′ ′⇒ = = × ⇒ = =0 0 0  

  siny sinye dy bdx e dy bx c= ⇒ = +∫  

  sin y sin y cbx e dy c x e dy
b b

⇒ = − ⇒ = −∫ ∫
1  

cبا فرض 
b

= 1
cو  1 c

b
− =   جواب عمومی به صورت زیر است: 2

  sinyx c e dy c= +∫1 2  

   

http://www.SANJESH.IR


 معادلات دیفرانسیل
WWW.SANJESH.IR     »237« 

 
)xهاي معادله فوق هندسی  جواب .155 x )y [c (a b )x ]y aby′′ ′− + − + + − =1 1  به صورت: 0

   y F(a,b,c,x)=1  و
cy (x) x F(a c , b c , c, x)−= − + − + −1

2 1 1 2  

)xهاي معادله  شود. در این صورت جواب نمایش داده می  x)y ( x)y y′′ ′− + − − =
1 11 2 02 4

  کدام است؟  

1 (y c F( , , , x) c x F( , , , x)= +1 2
1 1 1 31 12 2 2 2

  

2 (y(x) c F( , , , x) c xF( , , , x)= + −1 2
1 1 1 31 12 2 2 2

  

3 (y(x) c F( , , , x) c xF( , , , x)= + −1 2
1 1 1 31 12 2 2 2

  

4 (y(x) c F( , , , x) c xF( , , , x)= +1 2
1 1 1 31 12 2 2 2

  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

a b c y F( , , , x) , y x F( , , , x)= = = ⇒ = =
1
21 2

1 1 1 1 31 12 2 2 2 2
 

  صحیح است. )1بنابراین گزینه (

x)دانیم که  می .156 J (x)) x J (x)−υ −υ
υ υ+′ = − 1  ،(x J (x)) x J (x)υ υ

υ υ−= 1  ،J (x) J (x) J (x)
xυ− υ+ υ
υ

+ =1 1
و  2

J (x) J (x) J (x)υ υ− υ+′ = −1 I، حال انتگرال  12 J (x)cos xdx= ∫   برابر است با: 0

1 (I xJ (x)cosx xJ (x)sinx c= + +0 0  2 (I xJ (x)cosx xJ (x)sinx c= − +0 0  

3 (I xJ (x)cosx xJ (x)sinx c= + +0 1  4 (I xJ (x)cosx xJ (x)sinx c= − +0 1   
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  I J (x)cos xdx= ∫ 0  

  کنیم. جزء حل می انتگرال را به روش جزءبه

  dx d x= υ ⇒ = υ  

  J cosx u J cosx J sinx du= ⇒− − =0 1 0  
  )1(            I xJ cos x xJ cos xdx xJ sin xdx⇒ = + +∫ ∫0 1 0  

  xJ cos xdx , u xJ du xJ= ⇒ =∫ 1 1 0  

  )2(cos xdx d sin x xJ cos xdx xJ sin x xJ sin xdx= υ ⇒ υ = ⇒ = −∫ ∫1 1 0  

  I xJ cosx xJ sinx⇒ = +0   )1) و (2( 1
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tdجواب دستگاه معادلات دیفرانسیل همراه با شرایط اولیه  .157 x dy e
dtdt

+ =
2
2  ،dx y

dt
+ = 0  ،y( ) =0 0  ،

x ( )′ =0 )xو  0 ) =0   عبارت است از: 1

1 (ty(t) e=  وtx(t) e= +2  2 (ty(t) e−=  وtx(t) e−= +2  

3 (ty(t) e−=  وtx(t) e= −2  4 (ty(t) e=  وtx(t) e= −2  
)yحل: صورت سوال نادرست است. توجه کنید   ) =0   کند. ها صدق نمی کدام از گزینه در هیچ 0

tجواب معادله انتگرالی  .158
y(t) t y(p)sin(t p)dp= +   عبارت است از: 03∫−

1 (t t+ 31
2

  2 (t t+ 3  3 (t t+ 313 2
  4 (t t+ 33   

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  گیریم: از طرفین معادله تبدیل لاپلاس می

  L[sin t] L[y(t )] . ( ) sin( ) ( ) − ⇒ = +  ∫ 20
3t

y p t p dp Y s
s

 L [ ] +t L [y(t)] = 3 L  

  sY(s) Y(s) Y(s)( )
s s s s

⇒ = + ⇒ =
+ +

2
2 2 2 2
3 1 3

1 1
  

  sY(s) ( )
s s s
+

⇒ = = +
2

4 2 4
1 3 33  

  L [ ]
s

− +1
2
1 3 L [ ]

s
−1

4
1

 y( t )⇒ = 3  

  y(t) t t⇒ = + 313 2  

nشود. حاصل  ها به صورت زیر تعریف می ام رادیکال kممان  .159
n

nR
∞

−
=
∑ 1

2
  کدام گزینه است؟ 

  
k

k n
n

n R
∞

=
λ = ∑

1  

1 (λ0  2 (λ1  3 (λ λ1 0  4 (λ +λ1 0   
  است. ) صحیح4حل: گزینه (

  
k

k n
n

(n ) R
∞

−
=

λ = −∑ 1
2

1  
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  n n n
n n n

k (n )R nR R
∞ ∞ ∞

− − −
= = =

= ⇒λ = − = −∑ ∑ ∑1 1 1 1
2 2 2

1 1  

  n n n
n n n

nR R R
∞ ∞ ∞

− −
= = =

⇒ = λ + = λ + = λ +λ∑ ∑ ∑1 1 1 1 1 0
2 2 1  

ndyبراي حل معادله برنولی  .160 p(x)y Q(x)y
dx

+ nuاگر از تغییر متغیر  = y −= استفاده شود، فاکتور  1

  انتگرال حل چقدر است؟

1 (pdxe∫  2 (pdx( n)e ∫−1  3 (( n) pdxe − ∫1  4 (pdxe
n

∫
−
1

1  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

nuمعادله برنولی با تغییر متغیر  y −= )ساز  به یک معادله خطی تبدیل شده و داراي عامل انتگرال 1 n) P(x)dxe − ∫µ =   است. 1

  
n n ny P(x)y Q(x)y y y P(x)y Q(x)− −′ ′+ = ⇒ + =1

  

  
n n n uu y u ( n)y y y y

n
− − − ′

′ ′ ′= ⇒ = − ⇒ =
−

1 1 1  
  با جایگذاري در معادله داریم:

  
u P(x)u Q(x) u ( n)P(x)u Q(x)

n
′

′+ = ⇒ + − =
−

11  
    ساز عامل (فاکتور) انتگرال

( n) P(x)dxe − ∫⇒ µ = 1  

  جواب خاص معادله دیفرانسیل خطی ناهمگن زیر کدام است؟ .161

  
d y d y dy x

dxdx dx
+ + = +

3 2
3 2 3 2 1  

1 (/ x +0 5 1  2 (/ x −0 5 1  3 (/ x x+20 5  4 (/ x x−20 5  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

t   یک بار ریشه معادله مسفر است. لذا: 0=

  py x(Ax B) , y Ax B , y A , y′ ′′ ′′′= + = + = =2 2 0  

  A Ax B x A / , B+ + + ≡ + ⇒ = = −0 4 4 2 2 1 0 5 1  

  py / x x= −20 5  
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  تعریف توابع بسل نوع اول و سوم عبارتند از: .162

  

k p k k p

p p
k k

x x( ) ( ) ( )
I (x) , J (x)

k!(k p)! k!(k p)!

+ +∞ ∞

= =

−
= =

+ +∑ ∑
2 2

0 0

12 2
  

iاگر  =   دهد؟ باشد، کدام گزینه ارتباط این دو تساوي را نشان می 1−

1 (p pI (x) J (ix)=  2 (p pI (x) iJ (ix)=  

3 (p
p pI (x) iJ (i x)=  4 (p

p pI (x) (i) J (ix)−=  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

k k p k k k p
p

p
k k

ix x( ) ( ) ( ) i ( )
J (ix) i

k!(k p)! k!(k p)!

+ +∞ ∞

= =

− −
= =

+ +∑ ∑
2 2 2

0 0

1 12 2
  

  
k k k k k ki ( ) (i ) ( ) ( ) ( )− = − = − − =2 21 1 1 1 1  

  

k p
p p p

p p p p
k

x( )
J (ix) i i I (x) I (x) (i) J (ix)

k!(k p)!

+∞
−

=
⇒ = = ⇒ =

+∑
2

0
2

  

)نوع نقطه بحرانی  .163 , )0 yبراي دستگاه  0 y
y y

′ =
 ′ = −

1 2
2 14

  کدام است. 

  ) نقطه مارپیچی4  ) نقطه زینی3  ) مرکز2  ) گره1
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

yدستگاه به صورت  y
y y

′    
=    ′ −    

1
2 2

0 1
4 0

)است و نقطه بحرانی آن   , )0   باشد. مقادیر ویژه را به دست آورید. می 0

  det(A I) i
−λ 

− λ = = λ + = ⇒ λ = ± − −λ 
21 4 0 24  

)مقادیر ویژه موهومی محض بوده و نقطه  , )0   مرکز و پایدار است. 0

yلیوویل  –براي مسئله اشتورم  .164 y
y( ) , y( )
′′ + λ =

 = π =

0
0 0   ویژه مقدارها و ویژه توابع کدام هستند؟ 0

1... (, , ,λ = 0 1 yو  2 cos x= λ  2... (, , ,λ = 0 2 yو  4 cos x= λ    

3... (, , ,λ = 1 2 yو  3 sin x= λ  4... (, , ,λ = 1 4 yو  9 sin x= λ  
  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  
n, nπ

= π λ = ⇒ λ =l
l  

  ) صحیح است.3گزینه ( با توجه به مقادیر اولیه
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F(s)تابع  .165
(s )(s )

=
+ −

1
2 fتبدیل لاپلاس تابع  3 (t)  .استf (t) کدام است؟  

1 (( )tf (t) e −= 3 21
6  2 (t tf (t) (e e )−= −

+
3 21

2 3  

3 (t tf (t) (e e )= −
+

2 31
3 2  4 (( )tf (t) e −=

−
2 31

2 3  

  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  کنیم: را تجزیه می F(s)کسر 

  F(s)
(s )(s ) s s

−
+ += = +

+ − + −

1 1
1 2 3 2 3

2 3 2 3  

  L [ ] ( ) ( )− −− = − =
− + +

1 3 21 1 1
3 2 2 3

t te e f t
s s

 L [ ( )]− =
+

1 1
2 3

F s ⇒    

بنامید. این مسئله  zرا  zتبدیل لاپلاس  .166
d z dzt tz

dtdt
dzz( ) , ( )
dt


− + =


 = =

2
2 0

0 0 0 1
  ،z کدام است؟  

1 (z c
(s )

= +
+2
1

1
  ،c>0 2  دلخواه (sz c

s
= +

+2 1
  ،c دلخواه  

3 (sz c
s

= +
−2 1

  ،c 4  دلخواه (z

[c(s )]

=

+
3

2 2

1

1

  ،c>0 دلخواه  

  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

  گیریم: از طرفین معادله لاپلاس می

  L[ ] ( ( ) ( )) ( ( ))′ ′ ′= ⇒ − − − − − − =20 0 0 0 0tz s z sz z sz z z L[ ]′ +z L [ tz ]′′ −   
  کنیم: مقادیر اولیه را جایگزین می

  (s z ) (sz) z sz s z sz z z ( s ) sz′ ′ ′ ′ ′− − − − = ⇒ − − − − = ⇒ − − =2 2 21 0 2 0 2 1 3  
    پذیر معادله تفکیک

z s
z s
′

⇒ = −
+23

1
  

  گیریم: طرفین معادله فوق انتگرال میاز 

  Lnz Ln(s ) c= − + +2
1

3 12  
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cبا فرض  Lnc= −1
3
2

  داریم: c>0و  

  
Lnc(s ) Ln[c(s )Lnz Ln(s ) Lnc Lnc(s ) z e e

−− + += − + − = − + ⇒ = =

32 2 2
3 12 2 123 3 31 12 2 2  

  
[c(s )]

=

+
3

2 2

1

1
  

جواب مسئله مقدار اولیه  .167
y y

y( ) , y ( ) a

′′ − =

 ′= =

4 3 0
10 02

tوقتی   →   کدام است؟ aکند. مقدار  به صفر میل می ∞+

1 (3
2  2 (3

4  3 (−
3

4  4 (−
3

2  

  ) صحیح است. 3حل: گزینه (

  y y t t t′′ − = → − = ⇒ = ⇒ = ±2 2 3 34 3 0 4 3 0 4 2  

  
t t

y c e c e
−

= +
3 3

2 21 2  
tکه جواب مسئله وقتی  براي این → به صفر میل کند ( ∞+

t
lim y
→+∞

c) باید مقدار 0= =1 به دست آید، در غیر این  0

صورت 
t
lim y
→+∞

→∞ .  

  کنیم: شرایط اولیه را اعمال می

  )1            (y( ) c c= ⇒ = +1 2
1 10 2 2

  

  
t t t t

y c e c e y c e c e
− −

′= + ⇒ = −
3 3 3 3

2 2 2 21 2 1 2
3 3

2 2  

  )2            (y ( ) a a c c c c a′ = ⇒ = − ⇒ − =1 2 1 2
3 3 20 2 2 3

  

  
c c

ac a c
c c a

 + =⇒ ⇒ = + ⇒ = +
 − =


1 2
1 1

1 2

1
1 2 12 22 2 43 3

3

  )1) و (2( 

cبا توجه به این که اگر  =1 باشد،  0
t
lim y
→+∞

  داریم: 0=

  
a ac a= + = ⇒ = − ⇒ = −1

1 1 304 4 43 3  

  معادله شاخص
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xجواب معادله دیفرانسیل  .168 y x( x )y y′′ ′+ − + =22 2 1 nرا به صورت  0 r
n

n
y a x

∞
+

=
= ∑

0
 rنویسیم. مقادیر  می 

  اند؟ کدام

1 (−
1
2

1) 2  1−و  
2

−) 3  1−و  
1
2

1) 4  1و  
2

  1و  

  ) صحیح است.4حل: گزینه (

  
x xy y y , g(x) , h(x)
x x
− −′′ ′+ + = = =2

2 1 1 2 1 102 2 22  

xنقطه  =   نقطه تکین منظم است. معادله شاخص برابر است با: 0

  
r =2

1
2

rو     (g( ) )r h( ) r r (r )(r ) r+ − + = ⇒ − + = ⇒ − − = ⇒ =2 2
1

3 1 10 1 0 0 0 1 0 12 2 2  

yتوابع  .169 x=1  وy
x

=2
1

yدو جواب مستقل معادله دیفرانسیل   p(x)y q(x)y′′ ′+ + =  p(x)هستند.  0

  اند؟ کدام q(x)و 

1 (q(x ) x −= − 21
4

p(x)و   x−= 1  2 (q(x) x−= p(x)و  2 x−= 1  

3 (q(x) x−= p(x)و  2 x−= 14  4 (q(x) x= p(x)و  2 x=  
  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

y x=1 دهیم: را در معادله قرار می  

  p q x
x x x

− + + =
1 0

4 2  

  باشد. ) می1اي که در رابطه فوق صدق کند، گزینه ( گزینهتنها 

  x x x x
x x x x x x x x

− + − = − + − =2 2 2 2
1 1 1 044 2 4 2 4

  

x)، معادله دیفرانسیل aبراي کدام مقدار  .170 y )dx axy dy− − −+ + =1 1 2   کامل است؟ 0

1 (−2  2 (−1  3 (1  4 (2  
  ) صحیح است. 2حل: گزینه (

  axP(x) , Q(x)
x y y

= + = 2
1 1  

Pکه معادل کامل باشد، باید  براي این Q
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
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  y x
aP Q a

y y
= − = = ⇒ = −2 2

1 1  

yروابط بین ضرایب جواب سري ... .171 a a x a x= + + +2
0 1 xyمعادله  2 y y′′ ′− + =   اند؟ کدام 0

1 (a a= =0 1 0  ،a2  دلخواه وn
n

aa
(n )(n )+ = −

+ −1 1 nبراي  1 ≥2  

2 (a0  وa1  دلخواه وn
aa

(n )(n )
= −

+ −
0

1 1  ،n ≥2  

3 (a a a= =0 1 nو  2
n

aa
(n )( n)+ = −

+ −1 1 1  ،n ≥2  

4 (a =0 0  ،a a=2 nو  1
n

aa
(n )(n )+ = −

+ −1 1 1  ،n ≥2  

  ) صحیح است. 1حل: گزینه (

  
n n n

n n n
n n n

y a x , y na x , y n(n )a x
∞ ∞ ∞

− −

= = =
′ ′′= = = −∑ ∑ ∑1 2

0 0 0
1  

y ،y   دهیم. را در معادله قرار می ′′yو  ′

  n n n
n n n

n n n
n(n )a x na x a x

∞ ∞ ∞
− −

= = =
− − + =∑ ∑ ∑1 1

0 0 0
1 0  

  n
n n n n

a(n )na (n )a a a
(n )(n )+ + ++ − + = − ⇒ = −

+ −1 1 11 1 1 1  

  a a⇒ − =0 00 0 xضریب  0 − 1  
  a a a⇒ − + =1 1 00 xضریب  0 0  

a     دلخواه 2

a a a a⇒ − + = ⇒ =2 2 1 12 2 0   xضریب  0
aگیریم  با جایگذاري در رابطه بالاتر نتیجه می =0 0.  

yمعادله دیفرانسیل  .172 cy ky′′ ′+ + =   تحت کدام شرط (یا شرایط) مدل حرکت یک سیستم تند میراست؟ 0

1 (c k>2 4  2 (c k=2 4  3 (c k<2 4  4 (c>0  وk > 0  
  ) صحیح است. 4حل: گزینه (

tمعادله شاخص به صورت  c k+ + =2 2   است. 0

  c k c k∆ = − < ⇒ <2 24 0 4  
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